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Zur Einffilirang.') 

Die „Grundlehren der Mathematik" sind als eine dem heuti^n 
Stande der Wissenschaft entaprechende Erneaerasg und Weiterföhrang 
von R. Baltzers „Elementen der Mathematik" gedacht. 

Die Fortschritte, die die mathematische Wissenschaft im letzten 
Jahrhundert zu verzeichnen hat, sind ancb den Elementen der Mathe- 
matik in hervorragendem Maße zngute gekommen. 

Den schärferen Methoden der neueren Wissei^chaft gemäß ist 
auch den Lehren der Elementarmathematik eine schärfere Begrllndung 
gegeben worden. Zusammenhänge, die zwischen den Elementen und 
tiefer gehenden sowie weiterführenden Fragen der Wissenschaft be- 
stehen, sind aufgedeckt tind zur Elsning der in den Elementen zu 
behandelnden Begriffe nnd Methoden verwendet worden; überdies haben 
einzelne Oebiete der Elementarmathematik wertvolle Erweiterougen 
ihres Besitzstandes erfahren. 

Für jemanden, der sich mit dem heutigen Stande der Elementar- 
mathematik bekannt machen wollte, wäre es nicht leicht, sieh die 
einschlage, in vielen einzelnen Abhandlungen und Werken zerstreute 
Literatur zu verschaffen und auf Qmnd des Studiums dieser zahlreichen 
und meist schwierigen Schriften in einigermaßen ansreichender Weise 
zu einer tieferen Aoffassung der Elemente zu gelangen. 

Es fehlte bisher an einem Werke, in dem die auf die Elemente 
hezögtichen Ei^bnisse der Wissenschaft in einiger Vollständigkeit 
zusammengefaßt wüen. 

Der Rahmen eines solchen Werkes würde indessen ein zn enger 
sein, wenn es sich lediglich auf die Elemente der Arithmetik, Algebra 
und Geometrie beschränken wollte; es erschien zweckmäßig, im An- 
schluß an die Elemente und auf ihnen fußend wenigstens die Grundzüge 
weiterer Entwickelungsreihen zu bearbeiten, die rückwärts wiederum 
ein neues Licht auf die Elemente zn werfen geeignet sind. 



1) Abdruck aue dem eraten Bsnde des Ev«iteii Teile«: H. Thieme, Die 
BUment« der Geometrie, 1909, bzw. ans dem ersten Bande des ersten Teiles: 
C. Farber, Arithmetik, 1911. 
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So haben eich denn die Unterzeichneten') zu dem Vergnche 
entBchloBsen, gemeinsam die hezeichnete Lücke in der Literatur aus- 
fallen zu helfen. 

Die „Grundlehren" sind auf vier Bände berechnet, von denen 
zwei der Geometrie, und je einer der Arithmetik und der Algebra 
gewidmet werden. 

Der Band über Arithmetik und der eiste Band Ober Geometrie 
sollen sich weaentiich auf eine Darstellung der Elemente beschränken, 
die dem heutigen Stande der Wiasenichaft entspricht, während die 
beiden anderen Bände auch daröber hinaus in dem oben bezeichneten 
Sinne Er^insungeo und Erweiterungen bieten werden als eine Ein- 
führung in die Forschungen, die ein tieferes Yersföndnis der Lebren 
der Elementarmathematik ermöglichen. 

Für Leset-, die ii^ndeine der behandelten Fragen weiter ver- 
folgen wollen, sind in allen Teilen des Werkes geeignete Literatur- 
nachweise und historische Bemerkungen hinzugefügt worden, 

Vorkenntnisse werden nur in möglichst geringem Umfange — ia der 
Arithmetik und dem ersten Bande der Geometrie gar nicht — vorausgesetzt^ 
wohl aber eine gewisse Fähigkeit und Neigung zum abstrakten Denken. 

Der erste Band des ersten Teils „Arithmetik'") stellt sich 
das Ziel, wissenschaftliche Strenge mit Verwendbarkeit ^r den Schul- 
unterricht zu vereinigen. 

Einzeln eind diese beiden Fordemngen in mancher Darstellung 
der Arithmetik mehr oder minder vollkommen erfüllt. Der Verfasser 
erblickt seine Aufgabe darin, die in der Verbindung beider liegende 
Schwierigkeit zu überwinden. 

Das Buch ist dazu bestimmt, dem Lehrer zur Vorbereitung auf 
den Unterricht zu dienen, ohne indee den Stoff unmittelbar in der 
für den Schüler der Mittelklassen geeigneten Form bringen zu wollen. 

Wie der erste Band der Geometrie beschränkt sich auch dieser Band 
nicht auf die Lehren, die im Unterricht unbediagt gebraucht werden. 



1) Nach einleiteuden Yorverbandlungen det VerlagebnchbaDdluasr "iH 
H. Thiema und W. Fr. Meyer la(? e» dem lefeiteren ob, fSr eine Erweitemng 
der Redaktion nach der ttrithmetiiich-alfiebraiiaheii Seite hin Sorge zu tragen. 
In der amtlichen Stellung der Unterzeichneten sollte auf Wunsch des Verlages 
bereits das Prinzip eum Ausdrucke kommen, sovobl dem Standpunkte der 
höheren Schulen wie dem akademischen Standpunkte Benhnnng an trafen. 

W. Fr. Meyer hat auch, anf Gmnd eines Entwurfes von H. Tbieme 
sowie weiterer ZnaKtae uad Bemerkungen von E. Netto, C. Färber nnd ibm 
selbst, das vorliegende Ein filhmngs wort im Oktober 1908 anläßlich der Ausgabe 
de« von H. Tbieme bearbeiteten ersten Bandes: „Die Elemente der Geometrie" 
zosammeugestellt, fQi das er die Veramtwortung übenmnmt. 

2) 1. Teil: Die Grundlebreu dei Arithmetik und Algebr». 2 B&nde. 1. Band: 
Arithmetik. Von C. Färber. SV, 410 S. IBll. 
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aondern gebt rielfach weiter bzw. tiefer, als es im TJnterriehfce mög- 
lich ist 

In Aea Faoktfai, wo mehrere Änschauangsweisen möglieb sind, 
bat sieb der Verfasser tmter Begründung seiner Meinung flir eine 
bestimmte entscbieden, in Anmerkungen jedocb auf andere Meinungen 
ond deren Hanptvertreter hingewiesen. 

Der rote Faden, der sieb durcb die Aritbmetik ziebt, ist die 
Entwickelung des Zahlbegriffs. Mit den natürlicben Zablen beginnend 
bat der Verfasser die gebrochenen, negativen, irrationalen und kom- 
plexen Zahlen in einei" Weise einzuführen gesncht, die einerseits einer 
strengeren Prafung standlUllt, andererseits aber ftlr den Schulanter- 
ricbt auch wirklich zn yerwerten ist 

Die „Arithmetik" wird in der Form, in der sie hier geboten 
wird, bei der zurzeit für Prima Torgeeebriebenen wiederholenden Zu- 
Bammen&esung vielleicht gute Dienste leisten können. — 

Bei der Bearbeitung des rorli^^nden Bandes über Algebra von 
E. Netto geht der Verfasser davon aus, daß die Qnindlebreu der 
Arithmetik sowohl den Boden für die algebraischen Forscbimgen 
liefern, als auch die Mittel für seine Bearbeitung. 

Von den hier behandelten Hauptgegenständen der Algebra seien 
hervorgehoben: die Theorie der algebraischen Gleichungen einer Unbe- 
kannten, insbesondere das Fundamen taltheorem über die Existenz der 
Wurzeln, sodann die UnaoflSsbarkeit von Gleichungen höheren Grades. 
Aus praktischen Gründen ist auch die Lehre von den Determinanten 
in ihren Hauptzügen der Algebra angegliedert worden. Dagegen war 
die Theorie der algebraischen Zahlen, als dem Charakter des Gesamt- 
werkes nicht entsprechend, auszuachlieSen. 

Des zweiten Teiles erster B&nd*) enthält die Elemente der Geo- 
metrie. Der Begriff der „Elemente" ist verhältnismäßig weit gefaßt. Es 
sind die einzelnen Lehren eingehender behandelt worden, als es in Schul- 
büchern üblich ist; es sind auch die einfachsten Lehren der analytischen 
Geometrie der Ebene nnd des Baumes, der Kegelschnitte und der Flächen 
zweiten Grades sowie der darstellenden Geometrie aufgenommen; aaeb 
sind in gewissem Umfange die verschiedenen Methoden für die Lösung 
planimetrischer Konstruktionsaufgaben nebst der neueren Geometrie 
des Dreiecks und des Tetraedes berücksichtigt. 

Des zweiten Teiles zweiter, von W, Fr. Meyer herauszu- 
gebender Band der Geometrie wird die geometrischen Gebilde vom 
Standpunkte der Verwandtschaften aus behandeln unter besonderer 
Berücksichtigung der Begriffe von Gmppe und Invariante. 

1) n. TeU: Die Grundlebren der Geometrie. 2 Bände. 1. Band: Die 
Gmndlehten der Geometrie. Von H. Thieme. XU, 394 S. 1909. 
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Das ganze Werk ist, wie bereits aus Vorgtehendem hervorgeht, 
Dicht unmittelbar für deu Unterricht bestimint, will aber doch auch 
au ^inem Teile zur Förderung des mathematiBchen Unterrichts bei- 
kagen. 

Die Fmge der zukünftigen Qeataltung des mathematischen Unter- 
richts ist im Flusse. 

Ist di<ffle Frage auch mehr eine solche der Unterrichtsmethodik 
als der Wisaenscbaft, so können doch die Eigebnisse der zu lehrenden 
Wissenschaft nicht als etwas NebenaUchliches angesehen werden. 

Diese Ergebnisse müssen vielmehr bei der Umgestaltung des 
Unterrichtes auch voll zur Geltuag gelangen, wenn derselbe wirklich 
zur geistigen Förderung der Jugend dienen soll. 

Dazu ist aber erforderlich, daß die Lehrer der Mathematik, die 
den Unterricht in der neuen Gestalt ins praktische Schulleben über- 
führen sollen, nach jeder Eichtuug mit dem beutigen Stande der 
bezüglidien Gebiete der Wissenschaft veria^ut sind. 

W. Fr. Meyer. E. Netto. 

H. Thieme. t C. Färber. 
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Vorwort. 

Die Fundamente für den Aufbau der Algebra sind durch „die 
Ornndlehren der Aritlimetik" gelegt; es handelt sich jetzt darum, auf 
diesem nun gewonnenen festen Boden den Plan für das Gebäude der 
Algebra zu entwerfen, ihn zu fördern und — wenn möglich — zur 
Yollendnng zu 0hren. Aber freilich erscheint dem spähenden Äuge 
dies Ziel als ein ideales und daher unerreichbares; ein Blick genügt, 
um zu zeigen, daB in den Qrundlehren eine unendliche Fülle von Ge- 
bieten sich Öfhet, deren jedes einzelne des Schweißes der Edlen wert 
ist. Die Hauptaufgabe, die in den Grundlehren der Algebra zu lösen 
ist, bemht auf einer richtigen Beschränkung des zu behandelnden 
Stoffes. Ein Beispiel für solche Verhältnisse liefern meine „Vor- 
lesungen über Algebra" verglichen mit der hier behandelten „Algebra". 
Denn während in dieser nur alles Notwendige berücksichtigt wurde, 
liefern jene auch über das bloß Notwendige Hinausgehendes, sofern 
es nur interessant ist, oder neue Wege öffiiet, oder bereits betretene 
Pfade ebnet. 

Auch hier, wie in den „Qrundlehren der Arithmetik", ist durch- 
gehend möglichste Vollständigkeit und gleichmäßige Berücksichtigung 
aller für den Schüler und daher für den Lehrer etwa in Frage kom- 
menden Abschiutte der Algebra erstrebt, und zwar derart, daß zum 
erfolgreichen Studium des Werkes die Kenntnis der „Grundlehren der 
Arithmetik" an allen Stellen ausreicht. Die Verwendung des Begriffes 
der Stetigkeit wurde sonel ab möglich vermieden, d. h. überall mit 
Ausnahme des Wurzelexistenzbeweises an der Stelle, die P. Gordan 
treSend als den transzendenten Teil des Beweises bezeichnet. Die An^ 
Ordnung des Stoffes ist nicht rein logisch gehalten und konnte das 
auch nicht, denn die Algebra erweist sich gegen ein solches Unter- 
&ngen in ihren einzelnen Zweigen zu verschlungen oder zu spröde. 
Die vorliegeöde Schrift soll eben nicht ein methodisches, sondern ein 
systematisches Buch sein. Diese Verhältnisse erkoren und rechtfertigen 
es auch, daß das gleiche Theorem mannigfach an verschiedenen Stellen 
behandelt wird, wie dies beispielsweise bei der Zerlegung von ganzen 
Fonktionen in lineare Faktoren eintritt. 

Gießen. 



Dig.tz.do.'GoOt^lc 



Inhaltsverzeichnis. 



g 12, 
§ 18- 



I 17. 

§ 18. 
% IS. 
% 80. 

8 21. 
% 2i. 

9 23. 
§ M. 
S 26. 



S 80. 

% 31. 



i S3. 
g 84, 
§ 35. 



I. Kapitel. 
Detemiiia>t«n. 

Einleitnng 

Definition 

VoTzeichenb«BtimmTiDg . . . 
Elementare Eigenschaften. . 

Bezeichnungen 

Ad j unkte. Entwickelnng , . 
-9. Elementare Eigenschaften 
-11. Snbdetermiiuuite. llinor. 
Produkt TOn Detenninaoten . 
-14. Matrix. Rang 

n. EapiteL 
Funktionen. 

Xonstanten. Variable .... 

Bezeichnungen 

Ganze rationale Fnnktionen . 
Punktionen sweier Variablen . 
Homogene binäre Formen . . 
Qewicht. Isobare Funktionen 

Normalform 

Radikalfnnktion 

Algebraische Funktion . . . 
Trauatendente Funktion . . . 
Funktionen. Argument . . . 
Eindeutigkeit. Tabelle . . . 

Geometrisches 

Mehrere Variable 

Punkttripel 

Stetigkeit 

Stetigkeit von Snmme, Pro- 
dukt, Quotient ...... 

Stetigkeit rationaler Funktio- 
nen; Ableitung 

Ableitung von Produkt . . . 
Ableitung von Quotient. . . 
Geometriicbes 



g 86. SteigungsmaB M 

S 37. Signum 41 

f 88—40. Beiipiole 43 

UI. Kapitel. 

ElementareigeBscIiaften gaizer 
Fnnktionen einer Tariablei. 

S 41- Interpolation 46 

% 43. Wuraelfaktoren 48 

§ 43. Elementare Operationen. . . 40 

g 44. EnklidiBoher AlgorithmuB . . 61 

i 45. Beispiele 63 

g 46. Kleinstes gemeinsames Viel- 
faches 6S 

g 47. Partialbrüche 54 

§ 48. Reduktibilität 67 

g 49. Eisen steinscher Sati .... 59 
g 60. Zerlagnng in irrednktible Fak- 
toren 60 

g 51. Qanfi' Zerleguugssatz .... 61 

§ 52, Rationalitatsbe reich .... 83 

§ 68. Funktionen eines Kürpera . . 64 
g 54—66. Beispiels. Eindeutigkeit 

der Zerlegung 66 

IV. Kapitel. 

Oleichnngen. 

g 57. Definitionen C» 

§ 68. Identische Gleichungen ... 70 

g 69. Umformung von Gleichungen. 71 
g 60. Algebraische und transzen~ 

dente Gleichungen 7t 

g 61. Kadikalgleicbungeu .... 74 

g 62. Wurzelfabtoren 74 

§ 83. Multipliiität 76 

g 64—66. Komplexe KoefSzicnteii . 76 

j § 67. Elimination. Beispiel .... 77 



Digitz.an.GoOt^lc 



ItüuillapentitAma 



V. Kapitel. 
Lineare Gleichangeu. 

SS. Eine unbekannt«. 

69. Regula falsi . . 

70. Newtonache NftherangBrne- 
thode 

Tl. GenanigkeiUigTenze . 
T2. EombinatjonBmetliode 
T3. Sabatitationsmethode 
76. Matrix. Rang . . . 
76. AUgemeiue LOaniig . 

79. Beiipiel 

80. Homogene Gleichungen 

81. Abhängige Sjrteme . 



87 



VI. Kapitel. 

Besultanten und Diskriminanten. 

§ SS. Gemeinaamer Teiler zweier 

ganzen Funktionen .... 99 

S 84—87. Daretellmig dnrch De- 
terminanten lOS 

§ 66. Diskriminanten 106 

S 69. DanteUoDg dnicli Determi- 

nanton 107 

— dnrch Wuraelfaktorea . 109 

VU. Kapitel. 

Die Oleielinngen «weiten, dritten 

nnd vierten Grades. 

§ 90. Qleichnngen iweiten Qra- 

deaj Doppelwnrzeln . . . 108 
§ 91. OleichongendtittenGtadea; 

dritte Einbeitaworeeln . . 111 
§ 92. Allgemeine Gleichung drit- 
ten Gradea 113 

9 93, Cardani«che Formel ... 118 

§ 94, Realität der Wurzeln. . . 114 

§ 95. Reeolvente dritten Gradea , 117 

g 96. GoDiometriache LOtmng . . 118 
g 97. Elementar- aymmeteische 

Funktionen 119 

§ 98. Diakriminante 120 

S 99. Gleichung vierten Gradea . 120 

g 100. Redunerte Form 128 

§ 101. Reaolventen dritten Grades 133 

S 102. LOauQg J26 

I lOS. Disktiminante 1S5 



% 106. 

g loa- 

g 108. 
S 109. 
§ 110. 

8 li: 

g 118. 
g 113. 

g 114. 



VUI. Kapitel. 
WarzelexistenEbeweise. 

Wunelexiateni bei Glei- 
chungen zweiten, dritten, 

vierten Gradea 18Q 

HiatoriacheB 187 

-107, Hilfsaatt 138 

I. Geometrische Formulierung 181 

I. Canchya Beweis IIS 

I. Dedekindacher Schnitt . . ISt 

. Eilftaatz ....... 18« 

!. Minimum, untere Grenze . ISS 

I. Andere Beweise IST 

,. Zerlegung ISS 



IX. Kapitel. 

Einwertige und tweiwertige 
Fnnktionen. 

3 IIG. KoefBzienten ond Wurzeln 186 

g 119. SjmmetriBchePunktionenCj 188 
§ 117. Eintypisohe eymmetriache 

Funktionen 188 

g 116. Potenzaummen s^ 140 

g 119. Beziehungen zwischen den 

Cj und den s^ 148 

§ 130. Darstellung symmetrischer 

Funktionen durch die (^ . 144 

g 121. Beiapiel 146 

§ 122. Liteiale Darstellnag ... 146 

§ 123. Diskriminante 146 

5 124. Wirkung einer Tranepoai- 

tion 149 



X. Kapitel. 

Die Einheitswnrzeln. 

g 136. Potenzen 160 

g 1S6. PrimitiTe Eiuheitswuneln . 161 
g 137, Ihre Gleichung fßi p . , . 163 
g 128. Zngehörigkeitza einem Ex- 
ponenten IGS 

% 129. Gleichung fiii p'. . . . . 164 

g 180. Ihre Irreduktibilit&t ... 166 

g 131. Hilfsaatz 166 

g 138. Allgemeine Irreduktibilität 167 



Dl3,tz.dO.GoO»^IC 



ItAaÜKtruiAm» 



XL Kapital. 

Die KreisteUsngsgleichiiigeii. 

S ISS. Qeometriache Deutung 
l lU. KoDstruktioD. . . . 
i 136. Perioden fOr j>= IT 
i laa Perioden Bit p'-n 

f IST. Perioden 

i 138. EigenBchaften . . . 
( 189. Bednktion der LCiniig 
I 140. Engere Perioden . . . 
I 141. LOBtmg der Gleicliniig 



XU. Kapitel. 

Zyklische nnd reziproke 

61eictiiuigen. 

§ 143. Definition 

I 144. Bildniig von Perioden . . 
S 146. Erweiterung. AbeUcheQIei- 

I 14S. LOanng 

S 147. ReziprozitHt 

S 143. Sonderfall 



Sm. Kapitel. 

SnbstitntioneDgrnpjten. 
Fnnktionengattnngen. 

% 149. Uehrweitige Funktionen . 

§ 160. Subetitationen 

% 161. SnbBtitutionengruppen . . 

g 16S. Fotensen. Besiproke . , . 

% 168. Gattung kh Gruppe gehörig 

% 164. Produkt auaOrdnungB- und 
Groppenzahl 

g 155. ünte^mppe oder Teiler . 

% 166. Transformierte 

S 168. Konetitatioa der alternieren- 
den Gruppe 

} 159. Grappen gleich ihren Kon- 
jugan 

S 160. Mehrwertige Funktionen mit 
einwertiger Potenz .... 

% 161. Mehrwertige Funktion mit 
iweiwertiger Potenz . . . 

S 162. ÄnanahmegTuppen .... 

I tes. p -wertige Funktion all Qlei- 
. cbungswunel 



9 164. Funktionea d^ gleichen 

Gattung 

§ 166. Funktionen niederiter Ord- 



XIV. Kapitel. 

Die Auflösbarkeit algebraischer 
Qleichungen. 

S 166. HiBtoriBcbee 209 

g 167. B&dikalgrODeu 209 

S 16S. Abelacber HilfaBatz .... !04 
g 169. Die Wotzeln ala Radikal- 

großen 804 

g 170. Unauflösbarkeit 306 

g 171. HietorischeB 80T 

3 1T2. Lagrangea Lösung der Glei- 
chungen dritten Grades. . SOS 
§ ITS. Lagranges LöBuug der Glei- 
chungen vierten Grade«. . 209 

XV. Kapitel. 
Transformation. 

Invarianten nnd KoTarianten. 
Quadratische Formen. 

g IT*. Transformation 910 

g 1T5. Sonderfall 211 

§ 1T6. Traneformation durch linear 

gebrochene Substitution. . 818 

§ ITT. Invariante 818 

g 1T8. DiBkriminante aUInvariante 214 

g 179. Beispiele 215 

g 180. Verallgemeinerung .... 816 

g 181. Kovariante 8IT 

g 182. VollBt&ndiges System ... 817 

g 183. (Juadratische Form .... 219 

g 184. Tranafotmation 219 

g 186. Summe von Quadraten . . 221 

g 186. Rang der Formen .... 822 

g 187. Trägheitsgesetz 228 

XVI. Kapitel. 
Der StnrmBChe Satz. 

g 168. Historisches 

§ 190. Zeichenfolgen. Wechsel 
g 191. StunDBche Reihe . . . 
g 192. Anzahl der Wurzeln . 

g 198. Beispiele 

Alphabetisches Register 



Digitz^dO/GoOt^lc 



Erstes Kapitel. 

Determinanten. 

% 1. Ein überaus wichtiges Hilfsmittel für analytisclie und alge- 
braisctie Untersuchungen liefern die Determinanten. Ihre flntetehtmg 
verdanken sie dem Stadium der Systeme von « linearen Gleichungen 
mit »Unbekannten^); und darauf beruht auch hauptsächlich ihre Stärke; 
denn überall, wo solche Systeme auftreten, finden die Determinanten 
Anwendung und die Resultate der Determinantentheorie Verwertung. 
Und das findet naturgemäß sehr häufig statt. 

Ibrem Charakter nach gehört die Determinantentheorie zu den 
Anwendungen der Kombinatorik und hätte an dieser Stelle der Arith- 
metik behandelt werden können. Dabei wäre dann die Wichtigkeit der 
Begriffe „Pennutation" und „Inversion" deutlich zut^e getreten; aber 
freilich hätte die Bedeutung der Determinantenbildung noch nicht dar- 
gelegt werden können. Deshalb erschien es zweckmäßiger, sie hier, 
an der Sehwelle ihrer Wirksamkeit unterzubringen. Es soll jedoch 
ihre Theorie nicht ins einzelne noch in alle Teile verfolgt, sondern 
nur soweit vorgetragen werden, als es die algebraischen Ziele unserer 
Untersuchungen nötig machen und rechtfertigen. 

m 2. Es mögen «* Größen a;„. gegeben sein {«, j3 = 1,2,3, . .., m), 
die wir In n Zeilen und n Spalten einordnen 



(1) 



so daß der erste Index a von x^g die Ordnungszahl der Zeüe von {1} 

1) Die erata Idee geht auf Leibniz zurück ßrief an de l'Eospital, Hiu- 
nover 1698), der sie aber nicht veiöfFentlichte. Cramei (Analyse des liguea 
conibeB, Gen^ve ITGO) fand sie von neuem; Bäzant (Theorie des äqnationB elgä- 
briqnea. Porig 1779) uad Vandermonde (U^raeire tur l'älimination, Furis 1773) 
erweiterten die Theorie. Durch Canchy (Möm. But lea fonctiona qni ne peuvent 
obtenir que deni valeurs, Paris 1815) iind Jacohi (De formatione et proprie- 
tatiboB detenninantium, Beiliu 1841) ward sie Allgemeingut der Mathematiker. 

Natto: AlBBltti. 1 
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und der zweite ß die dei Spalte anzeigt Die x^^ heißen die Ele: 
TOD (1). Wir bilden nun die «1 Prodnkte 



in denen die Indizes o^, Oj, sc,, . . ., a^ sämtliche nl Permntatioaen der 
Ziffern 1, 2, 3, . . ., n dorcblaufen. Bei der Bildung Ton (2) tritt alao 
ein Element jeder Zeile und eins jeder Spalte von (1) auf. Femer ver- 
etehen vir unter dem Symbole (Grandlehren I. Teil, I. Band, Ärith- 
meUk, S. 177 ff.) 

die Anzahl der Inversionen der Reihe o,, o,, sc,, . . ., a, und setzen 
(S) D-J'(-l)'--"-'it,„*,^ ■..»..., 

wobei die Snmme sich über alle »! Permutationen der (tj, «,, . . ., c!„ 
erstrecken soll. 

Die Summe (3) der nl Glieder heißt die n-reihige Deter- 
minante der »' Elemente (1). 

Wir bilden einige Beispiele: 

Fflr B - 2 wird 

Für » =- 3 findet man die explizite Daretellnng in sechs Sam- 
manden 

D-i- 1)"'"'».,^«» + (- 1)"-'-"',,'^'>,+ (- ^■■•■■■li„%i„ 
+ (-l)l'-'.'li„a:„i„ + (- l)!-.'.'!»,,!,,!,, + (- l)l"'li„a:„i„ 
— Xj^x^^Xf^ ^ii^j^n" ■^ij3;j,a:gj + a;,,a^«j, + XigZ^iTgt — Xf^x^^x^^ . 
Für « = 4 ergibt sieh die Summe Ton 24 Summanden 

-ö — ^iL ^1 ^» *« — *ii ^ii *M '^a—Xn ^ss ^m ^m + ^n ^la ^i ^a 
-h a;ii x^^x^x^- a:„ a^, x^^ x^ — a;,, x^^ x^, x^ + x^^ x,, a^^ x^ 

+ *it *jj X^i ^it 'l» ^8 ^«i ^il ^IJ *M -^»l -^ö + ^U ^* *M ^*l 

+ Xjj ijj iTj, ic^ — X,, 2|j ar,^ ajjj iTjj Xjj a^,j a^^^ + a^u Xu Xj^ 3/^ 
-J- a^j a;j4 a^ji a;^ aijg XJ^ a^j, a;^, a:^^ a^u x^^ x^^ + a^j^ Xj, aTjj a^j, 
+ ^li^ii^i^« ~ ^i*^M^M^4i~ ^* ^»» 3^81 3;^, + 3:i(3:,,a;„3;(i. 
Wie man sieht, wächst die Anzahl der Summanden mit steigender 
Keihenzahl sehr schnell (vgl. (Jrondlehrea I, I, S. 179). 
§ 3. In dem Produkte 

mögen die a,, a,, . . ., te^ und die /3,, ß„ . ■ , ß^ je eine Permutation 



Dig.tz.do.'GoOt^lc 



Bildung -und JUementareigensehaften der Determinanten S 

der Zahlen 1, 2,3, . . ., n bedeuten. Dana ist das Produkt (4) bei 
richtig gewähltem Vorzeichen ein Glied der Detenninante (3), wie man 
durch UmordnUDg der Elemente «.^ erkennt Diese Umordnung führt 
zugleich zur Yorzeicheubestimmung von (4). Bilden nämlich die ß die 
Zahlenreihe in natürlicher Ordnung, so ist das Vorzeichen durch den 
Wert von 

(_l)[OlO,.-M] 

bestimmt. Sa in^ sich, ob man auch ohne vorherige Umordnung der 
Faktoren von (4) in ihre natürliche Ordnung das Vorzeichen von (4) 
direkt bestimmen kann. Wir wollen zeigen, daß es durch den Wert von 

(5) (_l)[».'>.-.",l + [^.A.--/*«l 

gegeben wird. In der Tat: nimmt man in (4) unter den Faktoren 
eine Transposition, also eine Umstellung zweier Elemente Xg ^ und 
Xg „ vor, so ändert sich jedes der Inversionssymbole (Omndlenren I, 
I, 's! 180) 

um eine ungerade, ihre Summe also um eine gerade Zahl; demnach 
bleibt die in (5) niedergeschriebene Potenz von (— 1) nng^lndert in 
Urem Werte. 

Nun kann jede Permutation durch eine Folge von Transpositionen 
hergestellt werden. Folglich bleibt bei jeder Permutation der Faktoren 
von (4) die Summe (5) ungeändert, inabesondere auch bei der Per- 
mutation, bei der die ersten oder auch die, bei der die zweiten Indizes 
in ihre natürliche Eeihenfolge gebracht werden. 

§ 4. Nach der Definition der Determinanten durch (3) wollen wir 
ihre wichtigsten elementaren Eigenschaften angeben und herleiten. 

I. Eine Determinante ändert ihren Wert nicht, wenn 
man ihre Zeilen in gleicher Folge zu ihren Spalten macht 
oder umgekehrt. In der Tat gebt durch diese Umstellung jedes 
Produkt aus (3) 

Ober. Das zweite Produkt kommt, abgesehen vom Vorzeichen, auch 
in (3) vor; die Vorzeichen beider Produkte sind nach (3) und nach 
dem vorigen Part^aphen durch 

(_l)K.«B-.-,«.] bzw. (-l)['".,'^-.,"«) + [l,!...,-] 

gegeben, und da beide miteinander Übereinstimmen, wie im vorigen 
Paragraphen gezeigt wurde, so ist die Behauptung gerechtfertigt. 

Aus I folgt, daß alle für Zeilen von (3) bewiesenen Eigenschaften 
ohne weiteres für Spalten gelten und umgekehrt; und aus diesem 
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eirunde fassen wir Zeilen und Spalten unter dem aUgemeinen Be- 
griffe Ton Reihen zaHammen. 

Ändert Bich bei der unter I angegebenen YertauBcbang von Spalten 
und Zeilen die Determinante auch ihrer Form nach nicht, d. h. ist 

».i-»i. («,1-1,2,...,«), 

dann hei£t die Determinante Byrnmetriech. 
Ist dagegen bei einer Determinante (3) 

x^t — — ii, {x, i — 1, 2, . . ., »), 

also insbesondere 

^u — ^u~ ^u" ' "^ *■■■ =■ ^' 
dann heißt die Determinante schiefsymmetrisch. 

II. Durch die Vertaufichung zweier parallelen Zeilen oder 
zweier parallelen Spalten einer Determinante ändert sich 
nur das Vorzeichen, nicht der absolute Wert der Determi- 
nante. In der Tat geht durch die Transposition der x*" und V™ Spalte 
jedes Produkt aus (1), etwa 

^lo. ■ ■ ■ ^««^ ■ ■ ■ a'i.rj • ■ ■ *»«, ™ ^ia, ■-■»■.„,■■■ ^1^, • ■ ■ iP,a, 

über. Das zweite Produkt kommt, abgesehen vom Vorzeichen, auch 
in (3) Tor; die Vorzeichen beider Produkte sind nach (3) durch die 
beiden Potenzen 

(- l)!"' "-■■■■"' "-1 bzw. (- 1)K.-."1 ".- .-«1 

bestimmt. Da die beiden Exponenten sieh nur durch eine TranspOBition 
unterscheiden, so sind die beiden Vorzeichen verschieden; damit ist die 
Behauptung bewiesen. 

III. Wenn die entsprechenden Elemente zweier Parallel- 
reiben einer Determinante einander gleich siud, hat die De- 
terminante den Wert NulL Denn hat sie den Wert D, so geht 
dieser nach II bei der Vertauscbung der beiden einander gleichen 
Parallelreihen in (— i?) über; die Vertanschung ändert aber nichts an 
der Determinante, da die vertauschten Reihen einander gleich sind. 
Also ist — D = D, d. h. es wird D = 0, wie behauptet war. 

Aus der Bildungsart der Determinanten geht hervor, daß sie ho- 
mogene lineare Funktionen der Elemente jeder Reihe sind. ') 
ÄUB der Definition (3) folgt sofort 

IV. Multipliziert man sämtliche Elemente einer Reihe 
der Determinante mit einer willkürlichen 6röße, dann mul- 
tipliziert sieh der Wert der Determinante mit dieser Größe. 



1) Über den Begriff einer „homogenen linearen Funktion" siehe später 
iweites Kapitel, § 19. 
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Die Bezeichnung der Determmante (3) kann &uf manaig&die Art 
Tor sich geben. Am ausfflhrlicbsten and deutlidiBten geschieht dies 
dadurch^ daß man das System (1) in Vertikalstriche elnscUießt 



(6) 



= 0l»«»*-«14»»- 



Treten gesetzlos Größen ola Elemente d;^^ aaf, dann wird eine solche 

oder eine ähnliche ausführliche Darstellung nicht zu vermeiden sein. 

Ist das Bildnngegesetz der x,, bekannt, so reicht es ans, 

(7) D-\'.f\ (»,^-1,2,3,...,») 
ZQ schreiben. In ähnlicher Schreibweise bedeutet z. B. dag Symbol 

i».,l («-l,2;0-3,4) 

die zweireihige Determinante, die ausführlicher geschrieben lautet 

I O». «M i 

läufig reicht es aus, eine Zeile oder eine Spalte anzugeben, etwa bei 
der Darstellung durch Zeilen 

(8) D-\',t,'i„',.,--;',.\ (;.-l,2,3,...,»); 
so dedeutet die vierreihige Determinante 

|1, V- V- Vi (A= 1,2,3,4) 

soviel, wie die ausführlich geschriebene 

i 1, a;,*, Xj\ Xg' j 
1 x^ X* x*\ 
Das Produkt der Glieder der von links oben nach rechtB unten 
gehenden Di^onale in (1), die das sogenannte Hanptglied der De- 
terminante bilden, dient gleichfalls zu ihrer Bezeichnung, indem man 
schreibt 

(9) D = ^± x^iX„x„ . . . a:„„ . 

% 5. Aus der Eigenschaft II, § 4 läßt sich eine Umformung der 
Determinante D herleiten. Vertauscht man die »*" Zeile in D mit 
der (>— 1)*", dann in der neuen transformierten Determinante die 
(»—1)'* mit der (i — 2)*™ usf., bis die ursprünglich i** an die erste 
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Stelle gelangt ist, was durcli (i — 1) solcher YertauBchungen bewirkt 
wird, BO erhält man die Oleichung 

(ff, ß-1,2,..., »); (Ä = t, 1, 2, . . ., »" - 1, «■ + 1, . . ., n). 

Wendet man den entsprechenden Satz fQr Spalten jetzt auf die rechts 
stehende Determinante der letzten Gleichung an, so ergibt sich die 
weitere Umformung 

(10) l^.^l-(-i)'**l^«. 

(a,ß=l,2,...,n), 
(ff-i,l,2,...,»— l,i-H ',..., n;r = i5-, 1,2,..., A-l,fc+l,...,M). 

Allgemeiner: Aus II folgt^ dafi durch beliebige Umstellung der Zeilen 
and der Spalten Ton D je untereinander der Wert der Determinante 
sich bis auf einen Faktor ^j; 1 reproduziert. Bedeuten also 



;ahlen 1,2, 3,..., 

D~±]x^^...x,^^\ = ±\ \^x,^^ . . . \^J (h~ 1,2,3,...,»). 



zwei beliebige Permutationen der Zahlen 1, 3, 3, . . ., n, dann ist zu- 
nächst 



Um noch das Vorzeichen zu bestimmen, veigleicheu wir das Haupt- 
glied der rechts stehenden Determinante, lümlich 

mit dem ihm litteral gleichen der linken Seite, dessen Zeichen durch (5) 
bestimmt wird, 

(_l)B,i...<.ltIW.....l».^,^^. ..,,_,_, 

und entnehmen daraus die Sleichung 

(10a) : x,^^x,^,, . . . ^,,.J - (- l)C.-'-> + ft-*"iö. 

% 6. Aue (3) folgt, daß das A^p-egat aller der Glieder der De- 
terminate D, die das Element x^i als einen Faktor enthalten, gleich 

ist, wobei a,, a,, ...,«„ alle (»—1)1 Pennutationen der Zahlen 2,3, ..., « 
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dnrch^nft. Dalier ist die Summe rechts gleich der (»— l)-reilugea 
Detorminante 

^1 ^» ■ 



.1 = 



- A. (ß,^-2,3,. ..,»), 



BO daß die Determinante (3) alle (»i — 1) Qlieder tod «„Ai omfaßt. 
Das Aggregat derjenigen Glieder von (3), die den Faktor a:,^ 
haben, wird dorch die Formel (10) in Verbindong mit dem eben er- 
haltenen B«8nltabe geliefert Man erhält für dieses Aggregat den 
Ausdrack 

{-l)'t'a:,.|«„^| 

(n-1,2,.., 1-1,1 + 1,..,») ^-l,2,...,i-!,*+l,...,n); 

diesen bezeiolmeB wir mit 

(«-l,...,i-l,i+l,...,tt; ß~l,...,k-l,k+l,...,n). 

Dji ist die (» — l)-reihige Determinante, die aus D durch Tilgung der 
i"" Zeile und der Ä^ Spalte entsteht, multipliziert mit (— 1)*+*; i)« 
heiße die Adjnnkte ton x,^ in D. 

Aus diesen Betrachtungen folgt fOr den Wert der Determinante 
der Ausdruck 

D - a;„Ai + *i,At+ a^iAs + ■ ■ + «i.A. 

und andi, wie ans der Yertanacbnng von Zeilen und Spalten folgt, 

D = X^^D^^ + X^^D^ + ZgiA, + ■ ■ ■ + «.i Ai- 

Denn jeder der n\ Summanden von D entbot einen und auch nur einen 
Faktor, der der ersten Zeile (Spalte) angehört, und die zu jedem a^„ 
(bzw. zu x^i) gehörigen Summanden sind in Z)ja(-^ai) zusammengefaßt. 
Das Entsprechende gilt von jeder andern Zeile (Spalte); also ist 

(D^x,,D,,-i-x,,J)„ + ...+x„J),,; 
^ ' 1 D = :cuA*+ «i*A* -!-■■■+ x,,D,t- 

In der eisten dieser beiden Formeln treten die Elemente der i*™ 
Zeile auf der rechten Seite explizit nur in den ersten Faktoren der 
Summanden auf, während A^, An - - ■> A. ^i ^^^ ihnen sind. Ersetzt 
man sie durch die entsprechenden Elemente einer Parallelzeile, so 
wird die linke Seite wegen III zu Null; and das Entsprechende gilt 
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auch TOD den Spalteo. Folglicli ergibt sich als Ei^^nzmig zu (11) 
die Reihe der 2(« — 1) Gleichnngeo 

f - x.,D,, + Xi.D,. + ■■■+ x.n., 

Ale Beispiel behuideln wir die dreireihige Determiaante 

3 1 41 

D-j-2 6 b! 167. 

i ± 9 _ q I 



-14, 



Hierbei wird fOr die Adjankten gel 


mden 


5 5[ 


".■=-| 4-3 




-2 5 


i 1 4 , 


3 4 




3 1 


A.-+ \ 6]--16, 


3 4 
*•■=- -2 5 




3 1 



--26, 



^»- + 1-2 sl""' 
ond die 2«* Gleichnngen (11), (12) werden jetzt (bei n = 3) zu 

3-(-26)+1.14+4-(-24) 157, -2-(-26) + 6- 14 +6-(-24)-0, 

8-ll+l-(-26) + 4(-2)-0, -211+5(-25)+6{-2) 167, 

3-(-15)+l.(-23)+4.17-0, -2-(-15) + 6-(-23) + 5 17-0, 
4-(-26) + 2.14-3-(-24)-0, 
4-ll+2.(-25)-3-(-2)-0, 
4-(-15) + 2.(-23)-3-17--157; 

3.(-25)-2.11+4(-16) 167, l-(-2B)+öll+2.(-16)-0, 

3.14-2-(-26)+4-(-23)-0, l.U+5-(-26)+ 2.(-23) 157, 

3.(-24)-2.(-2)+4-17-0, 1 ■(-24)+6-(-2)+2.17_0, 
4-(-25) + B-ll-3-(-16-)0, 
4-14 +5-(-25)-3-(-2S)-0, 
4-(-24) + 5-(-2)-3.17--157. 
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Wie man an dieaem Beispiele sieht, bann die Formel (11) Toi> 
teiUi&ft zur Berechnung von Determinanten benutzt werden. Die n-rei- 
hige Determinante wird dadurch zuerst auf (» — l)-reihige reduziert; 
diese durch die entsprechende Formel auf (« — 2)-reihiKe, usf. bis 
man zn zweireihigen Determinanten kommt, deren Werte ja einfach an- 
zugeben sind. Freilich kann diese Methode der Berechnung häufig 
durch bequemere ersetzt werden. 

Als zweites Beispiel betrachten wir die Adjunkten D^ und D^^ 
der Elemente x^^ und x^^ in der symmetrischen Determinante 

n-\x„\ («,0=- 1,2,3,..,«); {x.f-Xfj. 

Der einfacheren Schreibweise wegen nehmen wir n = 4; i = 2: fc = 3. 



A..- 



^l ^I» ^* 



A,,= 



Vertauscht man in D, , die Zeilen mit den Spalten, 



. folgt 



und daraus wegen x^g= x^^ 

Allgemein gilt fSr jede symmetrische Determinante 

D,t~ Ar 
Der Beweis für diesen Satz verläuft ganz analog dem für den speziellen 
Fall soeben gelieferten. 

§ 7. Durch die Formeln (11) wird leicht folgende weitere ele- 
mentare Eigenschaft der Determinanten bewiesen: 

Y. Sind alle Elemente einer Beihe der Determinante D, 
etwa die der i*™ Zeile, Summen aus zwei Summanden 



■in + Vn, 



- A + D„ 



-Vi„ 



wo Dl bzw. i), dadurch aus B entsteht, daß die Elemente der 
j*™ Zeile durch £(,, |jj, . . ., |,„ bzw. durch i;,,, ij„, . . ., ti^^ er- 
setzt werden. In der Tat liefert (11) sofort durch die Gleichung 



ai + i..)-ö.-. + (l„ + i,.)A.+ - 

den Beweis des Satzes Y. 



■ + (.i,.+ '>,.)D,.-D, + D, 



Dls.zodB.GoOl^lC 



Erttea Kapitel. IMerminantett 



' DaB Theorem V kaim ohne Schwierigkeit aaf mehr als zwei Reihen 
tud sof Sarnmeu von mehr als zwei Summandea »m^^edehnt werden. 
Beispielsweise behandeln wir 

Nach T zerfällt D in acht Summanden 



«1«. " 


lA «if, 


«.«1 <• 


A «ii". 




jo,«, 0, 


A o.r. 


s.«. '.ft '.n 


+ 1*1 «> ^A hyi\ + ■ 


■+ 6,«, 6,^, ?>,y, 


V, «lA «in 


Ui«i <^iA «.n 


«1«. «lA «•i)'. 




«1 «, «i 


0,0,0, 






0,0,0, 


"iftr. 


l, J, i, 1 + »,fty, 


s, S, b. 


+ ■ 


• ■ + «.A/, 


i, !,, h. 




«1 «1 «1 




»1 «1 <i 






e, e, c. 



De- 



nach III verschwinden diese sämtlich. Es folgt daher fUr 
terminante der Wert 

i) = 
als Schloßresnltat. 

g 8. Aus dem Satze Y kann man weiter den folgenden herleiten: 
VI. Der Wert einer Determinante D bleibt ungeandert, 
wenn man zu den Elementen einer Keihe die gleichen Viel- 
fachen der entsprechenden Elemente einer Parallelreihe ad- 
diert. Ersetzt man z. B. in D die Elemente der i""* Zeile 



durch 

^a + i^iu *(j + ?a;„, ar.g -1- qx^^, . . ., x,^ + qx^, 
bei i 4" Ä, dann ist nach dem vorigen Theorem die neu ( 
Determinante D^ gleich der Summe aus der ursprünglichen D und 
einer zweiten i),, bei der die Elemente der i**" Zeile den gemein- 
samen Faktor g besitzen, D^ = D -|- i), . Nach IV kann man g als 
Faktor vor die Determinante setzen; dann aber zeigt III, dafi D^ ver- 
schwindet. Man hat also D^^ D. 

Beispiel L Es wird die dreireihige Determinante durch die Um- 
formung 

I . 



1», X, 


11», 


1 », ft 


.!o s,-x, y,-x. 


1«1 ', 


., - I, 2, - I, 



als zweireihige dai^estellt. 
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Beispiel IL £e ist 

1 r, X,' i,»! jl 

1 Xf Ij* Ä,*! 1 X, ~ Xi X^(Xf—Xi) Xt*(Xi~ Xi)\ 
1 Xg a:j*ar,*j IXf — x, 3-3(3', ~Xi) 3;j*(«, — a:,) I 
l x^ x^ x^ \ |1 x^ — x^ x^lx^— x^ x^{x^— x^\ 
~ Xi Xf(x^— Xi) ^,'(3;, — a^i) 

— (3;, — a:,)(a:, — 3;i)(a;^— ^i) ' 1 a^ 3;,' 

1 3i 3;,' 

1 », 3!,' 

-(i,-3;,){i,-3;,K3-,-3:,)!l | 

1 3i-3;, 1,(1,-3;,) j . 

|.I «,-3-, 3;,(3;,-3;,) 
-(.',-x,)(x,-x,)(x^-Xi)lx,-x, 3:,(3i-»,): 

\x,-x,x,(x,-x,)\ 

- {«. - 'M't - "di^t - *i) 1 1 ». 

{x>-x,){x^-x,)\i X, 

-(l,-3!,)(l,-«,)(l.-«,) 

ix, — xi)(x,-x,)- 
(x,-x,) 
Allgemein findet man auf diese Art den Wert der sogenannten ,^o- 
tenz determ inanteo" 

^/"'|-//(a^«-^J afc-l,2,...,n;a-l,2,...,«-l;/(-2,3,...,n). 
<><f '^ 
§ 9. Ähnlich wie im § 6 können wir hier nach dem Komplex 
aller der Glieder von D {ragen, die XnX^, als Faktor haben, und die 
wir mit 

bezeichnen wollen. Ans (3) ergibt sich sofort das Resultat 

0„,„ - 2(- l)"'- ■ '■'3:,._. . . x...-2{- l)'- ■ ■ ■ ••'.»,..■■■«... 

] I„ . . . 1,. 
I , . . . X 
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____ — ^ 

Diese (n — 3)-reilLige Detenninante nennen wir die Adjankte von 
x^Xf^ in D. 

In gleicher Weise definieren wir D^^_ ,„ durch die Festsetzung, 
daß das Produkt 

alle und nur die Glieder von D enthält, die das Glementenprodukt 
Xi).Xf^ als Faktor haben. Wir nennen I>it,i„ die Adjankte TOn 
x^iXi^ in D. Macht man durch Yertauschnng von Zeilen und Spalten 
x^^ zum ersten und Xj„ zum zweiten dliede der Hauptdii^oDale und 
berücksichtigt (10a), so sieht man: -Z^ai» entsteht ans Z> durch 
Tilgung der i*^ und der P" Zeile sowie der i"" und der m"" 
Spalte unter Hinzufügung des Faktors 

(_l)lini....l + [tn....-J^ 

wobei, ausftihrlicher geschrieben, das luTersionssymboI 
[iU2...»]-[*U2--.-(i~l)(i+l)---(i-l)(i+l)---»] bei i<l 
oder =[iU2--(i-l)(I+I)-{»-l)(t+l)--»] bei i>l 
und ebenso 

[J»Ml2---»]^[it»il2--.(t-l){*+l)---(»i-l)(OT+l).-n]beiifc<>» 
oder =[fcml2---(m-l)(m + l)---(it-l)(Ä + l)-»] bei Jt>m 
zu setzen ist. 

Hieraus folgt 

i',.„.--A.„.--A..,.-fl,„,,. 

Die weitere Ausdehnung des Adjunktenbegriffes ist naheliegend. 

% 10. Im vorigen Paragraphen bildeten wir aus D durch Strei- 
chung einer Anzahl von Zeilen und einer gleichen Anzahl von Spalten 
Determinanten von niedrigerer Reihenzahl I>n,,I>ik.i,„,-- Solche De- 
terminanten heißen ünterdeterminanten oder Subdeterminanten 
oder Minoren von D. Aus den Grundlehren der Kombinatorik ergibt 
sich, daß för ein »-reihiges I) 

(«)* (» — l)-reihige Minoren 



{=^T 



(« - 2)- 
(«-8). 



1- 



Torhanden sind, vobei die Elemente x^^ als einreihige Minoren aufge- 
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faßt werden. — Die Adjunkten sind poeitJT bzw. negstir za nehmende 
Minoren. 

Eb sei die n-reihige Determinante 

nebst den beiden Minoren von r bzw. TOn (m — r) Reihen 

A-I^iti (i,Ä=l,2,-,r;r<n) 

A= l«itl (i,k'^r+l,r+2,--,n) 

gegeben; wir bilden das Prodakt axui beiden Determinantenminoren 

hier ist jeder der Indizes a, ß,. . .fy kleiner als jeder der Indizes 

8,E,.. ., £; also wird 

w...ri + [d....t] -[«/»..., d...n 

und somit 

d. h. das Produkt D^D, besteht aus rl(n — r)t Gliedern von D 
mit entsprechend gleichen Vorzeichen. Diese r!(n— r)! Glieder 
sind sämtlich untereinander verschieden. 

Das erlangte Resultat kann folgendermaßen erweitert werden: 

Wir setzen die n-reihige Determinante an 

■D'-liC„l {i = «„a„...,a^;k = ß^,ß„...,ß,), 
wo die a wie die ß eine Permutation von 1, 2, 3, . . ., n bilden. Weiter 
seien die beiden Minoren von ly, die r-reihige 

A'-;%i (i-^,«„...,»,;*-ft,ft,...,« 
und die (n — f )-reüiige 

A'-l^..l (•-«,».,■■,«.;'-/»„■ « 

gegeben. Man hat dann nach § 5, (10a) 

femer umfaßt nach dem soeben Bewiesenen das Produkt A'-^i' heider 
Minoren r! (n — r)\ Glieder von D'; folglich besteht das Produkt 

(_l)[»,.-"«] + [,*,-.i*,]2)/D,' 
aus »•t(«~r)! Terschiedenen Gliedern von D. 

Wir wollen das mit richtigem, soeben bestimmten Vorzeichen ver- 
sebene Dj die Ädjunkte von Dj" nennen^ diese Adjunkte des Mi- 
nors Dl stimmt mit der des Hauptgliedes von D,' überein, so daß die 
jetzige Benennung eine natui^emäße Erweiterung der früheren ist. 
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§ 11. Sind die Zeileo in i),' für Bich und die in D^ ffir sicli 
nach wachsender Größe der Indizes geordnet, so daß 

ai<aj<--<ar; «r+i< «r+s< ■ ■ ■ < «,. 
dann läßt sich das Synihol 

(«,<■,...»,«,„...«.], 

welches in der letzten Forme! des § 10 für D^D2 auftritt, einfiicher 
darstellen. Das zeigen die folgenden Betrachtungen. 

Es liefern a,, «,, . . ., «^ uotereinander keine Inversionen and eben- 
sowenig ß,+,, «r+f ■ • -r "=»■ Daher sind zur Festst«llang der Inversions- . 
anz&hl nur «,, «,, . . ., «^ einzeln mit a^^i, «r+i> ■■■><*■ ^^ vergleichen, 
Dabei ruft «,, mit a,^.i, «,+», --i «, verglichen, («i— 1) Inversionen her- 
vor; denn die Zahlen 1, 2, ,.., («j— 1) folgen auf «,. Femer ruft a,, 
mit «r+ii "r+i» ■ ■ 1 ''n Verglichen, («j — 1) Inversionen hervor, da alle 
kleineren Zahlen außer Oj auf a, folgen. So geht es weiter, und man 
findet fQr das Inversionssymbol für die Bestimmung der a 

r«,a,...a„l = («i-l-ß, + -- +«,)-(! + 2 + 3+-+r) 



^(«,+«, + ■■■ + 0- 



■■(r + l) 



Sind auch die Spalten in Di sowie die in Dj' nach wachsender QrÖße 
ihrer Indizes geordnet, so findet man in ähnlicher Art 

[ft A ■ ■ « - (ft + ft + ■ ■ ■ + « - '"-r" ■ 

Daher wird, weil r{r + 1) stets eine gerade Zahl ist, 
Ist also insbesondere 

so besteht das Produkt 

(13.) (-l)'-^*'''*'-*-*«D.-B.' 

aus r! (« — r)l verschiedenen Gliedern von D. 

Nun wollen wir in (11) für ßj, ß^, ßg, ■■■,ßr »l'e Kombinationen 
r*" Klasse der Beihe 1, 2, 3, . . ., n nacheinander einsetzen and jedes- 
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mal daa zugeiiSrige Produkt (13) bilden. Die Anzalil dieser Produkte 
ist gemäß den elemeDtaren Lehren der Kombinatorik gleich 

und jedes enthält r!(n — r)I Glieder von D. Diese sind sämtlich imter- 
einander verschieden, so daß sie zusammen alle n\ Glieder von D liefern, 
und zwar jedes ein einziges Mal Folglieh erkennt man: Es ist 

(U) i3=^(-l/i),WD,('), 

wobei der Exponent i von (—1)' dnrch die Gleichung 

r_'*±i> + (ft + ft + .. + J,) 

bestimmt wird, und wobei 

(i=l,2,3,...,»-;/: = A,ft,...,^,), 

bedeutet; die Summe erstreckt sich auf alle ("] wohlgeord- 
neten Kombinationen /?,, /?,, . ■ ., ß^ der *••" Klasse von 1, 2, 
3, . . ., n. Dieses Theorem heißt der Laplacesche Zerlegungssatz. 
P. ä. Laplace hat ihn in seinen „Recherches sur le calcul int^al et 
aar le systöme du monde", Paris Acc. des Sciences (1772), 2* part, 
p. 267 angegeben. 



{14a) 







'(•,0,0,0,: 




j_lS, »> W i. 
i «1 «. 11 t. 




i d, d, rf. <f. 




und r ^ 2, so wird, ohne Reduktion der Potenzen von (— 1) 
Werte + 1 oder - 1, 


auf ihre 






+(-')- tM:;i-<->'":^K';:i 




-<-""' M:l-!;';v'->"nM: -Im/ 




Do.zod 


».Google 



lürtla Kapitä. DeUrmnamttn 



Es ist nämlich nach der VoraossetzuDg 



und in den Bechs Summanden treten die Wertepaare auf 



= 1. 



"2, ß. 



= 1- A-3; 
-2, ^,-3; 
-3, ft-4. 



f 13. Durch AosrecliiiQng Überzeugt man sich leicht tod der 
Bichtigkeit der Gleichung 

\ah\\aß\ \aa + hß aa^ + hßi_\ 

i «I ''i I 1 «I A I [ "i« + ^1^ Oi«i + hßi 1 ' 

durch die das Produkt zweier zweireihiger Determinanten wieder als 
zweireihige Determinante dargestellt wird. Dieses besondere Resultat 
regt dazu an, allgemein Determinanten Ton der Bildungsform 

(15) -0 = |C(J (»,ft= 1,2,3,.,,«) 

(15a) c,t = x„ |„ + X,, I,, + a;,, 6„ + ■ ■ - + x,, %,, 

za betrachten. Für n = 3 hat man also beispielsweise die Gestaltung 

zn untersuchen 

(15b) A = 

Da die für ein beliebiges n geltenden Schlüsse denen für k =■ 3 durch- 
aus analog verlaufen, bo reicht es Tollständig ans, die Behandlung für 
diese dreireihige Determinante Z>, (15b) auszuführen. 

Nach § 7 zerfällt D^ in 3* — 27 Determinanten von der Gestalt 

'■ *'' : *8ii6ij, *S]6u *»/j65,i 

in dieser Summe durchlaufen x, /, fi unabhängig 
Werte 1, 2, 3. Nach § 4, IV können wir setzen 

^Ix *U ^Ip 
*' '" ^x ^3i ^tfi 



(k,J,(»-1,2,3). 
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Von den 3* — 27 rechtB auftretenden Determinanten verschwinden alle, 
bei denen mindestens zwei der drei Indizea x, k, fi einander gleich 
werden (§ 4, HI). Es bleiben also nur noch die 6 — 31 zurück, in 
denen die Indizes x, X, (i sämtlich Toneinander Terschieden sind. Für 
alle diese wird die entsprechende Determinante der rechten Seite 





A' - + «u «I. «1. 












«ii ^1. % 


, 










% 'u 'u 










so daß D, durch D,' teilbar, und der Quotient D, 
setzen mit noch unbekanntem Q 


: ZI,' Ton den a;,^ 
Wir dörfen daher 




A-ei%i 




fti- 


■1,2,3). 


Festsetzung 


i.B. 


die 


einfiwhe 




».,-0 


(c, 


Ö = 


1,2,3 


;e+»). 



liefert den Wert Ton Q. Denn hierfür wird unter Berücksichtigung 

Yon (16 a) 

Man findet also Q = | li;i | und folgert daraus dann für n — 3 die 

Das entsprechende Resultat gilt allgemein für ein beliebiges m. 
Vertauscht man die Zeilen mit den Spalten in einem oder in beiden 
der Faktoren, so kommt man zu dem Resultate: 

Das Produkt zweier n-reihiger Determinanten 

k»| «Hd lljil (*,/: = 1,2, 3,...,«) 

ist als t)-reihige Determinante \Cf^\ darstellbar, wo für c^^ 
eine der vier Summenformen gewählt werden kann: 

*:(* - ^(iSii + a:„£,^ + «,,£,, -f- ■ ■ ■ + x,J,^, 
«« = ^uhl + ^»,£i» + ^S($i» + ■ ■ ■ + :c,(|,„ 
<^a = ^lAt + ^j(l»t + ^tt^ti + ■ ■ ■ + ic,(l,i- 

Ale Beispiel schreiben wir die Formeln für n ^ 3 ausführlich nieder 
und kommen zu den Identitäten 

Ndto: Algsb» 3 
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(<iil — lc)(<ti-ßy} - (aa + irXcß + dS) - {aß + H)(cii + df) 

- (ai,+ er)(bß+di) - (aß + cl){ba+dr) 
-(aa + cß)(br + da}-{ar + eS){ba+dß) 

- (»a + 6/))(cy + de) -{ay + bS)(ca + dß); 
hieraaB folgt iusbesoBdere für a — a, ß "b, y — c, d = rf 

(ad-bc)' -(ii' + bc)(bc + if] - (ab + bd)(ac + cd) 
-(a' + c')(i> + d')-{ab + edy 
= (a* + bcXbc + d») — (ac + C(i){ofc + bd) 
- (<.■ + 4>)(c' + d')-(ae + bd): 
Man überzeagt sich leicht davon, daß im allgemeinen 

hinBichtUch det Form d«r Prodaktdetetminante ist, iröhrend Dstfirlioh 
der anmeriBohe Wert beider Seiten der gleiche ist. Für die Produkt- 
bildang Ton Determinanten ist also dae Eommatationsgesetz nicht 
gültig. 

% 13. Unter einer Matrix') von m-n Elementen x^^ verstehen 
wir ein in Form einee Rechtecks angeordnetes Elementensystem von 
I» Zeilen und n Spalten 



(16) 1^1 ■^«■■■^, |={a:^j) (»-l,2,...,»i;fc-l,2,. ..,»). 

«ml a^«l • ■ ■ 

Dabei ist Aber das Größen Verhältnis von m za » nichts vorausgesetzt. 
Bedeutet nun ( eine Zahl, die nicht größer ist als die kleinere der 
beiden Zahlen m, n, nnd wählt man t beliebige Zeilen and t beliebige 
Spalten von (16) aus (a^jj, so kann man die (* Elemente, in denen 
sich die gewählten Zeilen und Spalten schneiden, ohne Änderung ihrer 
Folge zn den Elementen einer (-reihigen Determinante machen. Von 
jeder solchen Determinante sagen wir, daß sie der Matrix (X/t) an- 
gehört. 

Die kleinere der beiden Zahlen m und n heiße m. Ist dann der Wert 
von mindestens einer der zur Matrix (a;,^) gehörigen «-reihigen Deter- 
minanten von Null verschieden, so s^en wir: (ic^t) hat den Rang tt. 



1) Der Begriff der Matrisen wurde von A. Cajley (Joam. f. Math. 60. 
S. 382, 1666) fettgelegt. 
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Sind dagegen alle u-reihigen, zu (x^^ gehörigen Determinanten gleich 
Nnll, aber nicht alle (u — l)-reiliigen, so sf^^en wir: {x,^ hat den 
Rang («— 1); und allgemein, wenn alle zu (3;,^) gehörigen (r+l)- 
reibigen Determinanten verschwinden, aber nicht alle r-reihigen, ao 
sagen wir: (Xf,^) hat den Rang r^). Endlich legen wir der Ma- 
trix (f|j) den Rang bei, wenn alle x^^ gleich sind. Diese 
Definitionen bergen keinen Widerspruch, da mit den Determinanten 
von (r-|-l) Reiben auch die von höherer Reihenzahl verschwinden. 

Durch Vermehrung der Reihenzahl kann der Rang einer Matrix 
wohl zunehmen, jedoch nie abnehmen. 

^ 14, Ist eine n-reihige Determinante |x^^| vorgelegt, so bilden 
wir ans ihren, in gleicher Anordnung genommenen » • n Elementen 
eine quadratische Matrix. Der Determinante \Xf^\ legen wir den 
Rang der Matrix bei; also unabhängig von der Beziehung zn einer 
Matrix ausgedrückt: verschwinden alle (r-|- l)-reihigen Minoren 
von [Xftl, aber nicht alle r-reihigen, dann hat jx^^j den Rang r> 

Beispiele. Die Matrix 



/ 3 1 4 5\ 
1-2 552] 
V 4 2-3 1/ 



hat den Rang 3, ( 



ist Die Matrix 



/ 3 1 4 5\ 
[-2 5 5 2| 
V 5-4-1 3/ 



hat den Rang 2, da 

3 14 [315 

2 5 5 - -2 5 2 
5-4 -l| ! 5-4 3 

ist, während 



3 4 5, j 1 4 51 

-2 5 2: = l 5 5 2J-O 
5-1 3] -4-1 31 



= 17+0 



1) DieBen wichtigen Begriff bkt G. Frobei 
S. 148, 16TS). 



B eiogefabTt (Joam, f. Math. 8S, 
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wird. Die Matrix 



/3 1 4 5 \ 
I 6 2 8 10 I 
V9 3 12 15/ 



list den Rang 1, da ihre zweireihigen Minoren Bämtlich verschwinden, 
ohne daß die Elemente Nnll sind. 



Zweites Kapitel. 

Fnnktionen. 

§ 1&. Nachdem wir nun im ersten, vorbereitenden Kapitel die 
Theorie der Determinanten soweit auseinandergesetzt haben, als es die 
Anwendungen erfordern, die wir in der Darstellung der Algebra von 
diesem Hilfsmittel zu machen gedenken, wollen wir einige grund- 
legende Begriffe besprechen, die ffir den Aufbau der Algebra nnent- 
hehrlich sind. Ihre Bedentni^ reicht über die Grenzen dieses Wissen- 
flchaftagebietes hinaus und bringt sich in allen Teilen der Funktionen- 
theorie aur Geltung. 

In der Analjsis unterscheidet man zwischen unveranderliclien 
oder konstanten Größen und veränderlichen oder variablen 
Größen. Jene behalten entweder stets oder doch für den ganzen Ver- 
lauf einer Betrachtung denselben Wert; diese können im Laufe einer 
Betrachtung verschiedene Werte annehmen. Zu den Konstanten ge- 
hören natOrlich alle Zahlen, mögen sie direkt gegeben oder durch einen 
Buchstaben angedeutet, aber unbestimmt gelassen sein; die Anfangs- 
buchstaben der Alphabete, nämlich a, b, c,d, . . ., a, ß,y, d, .■ . werden 
häufig zu diesem Zwecke benutzt. Für die Bezeichnung von Variablen 
gebraucht man meistens die letzten Buchstaben des lateinischen Alpha- 
betes X, y, z, t,u, . . . und die als entsprechend angenommenen i, i], £, 
T, V, . . . des griechischen. 

§ 16. Ist der Wert einer Variablen von dem Werte einer anderen 
Variablen abhängig, so heißt die erste eine Funktion der zweiten.') 
So ist das Volum eines Körpers neben anderen auch eine Funktion 
seiner Temperatur, d. h. es ändert sieh, wenn die Temperatnr sich 
ändert; so der Umfang eines Kreises eine Funktion seines Radius. In 
der Mathematik werden nur solche Funktionen betrachtet, bei denen 

1) Joh, BernouUi I. (Paris, Möm. 1718, p. 100): „On appelle ici fonction 
d'une grandeui variable une qnantit^ compos^e de qnelqae maniäre qua ce soit 
de cette grandenr vatUrble et de couatantei." 
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das Gesetz der Abhängigkeit darob einen mathematiBchen Ansdmck 
fixiert werden kann. Durch welche Operationen ein derartiger Ausdruck 
gebildet werden darf, bleibt dabei der Willkür Überlassen. Wenn wir 
z. B. unter E(a) die größte ganze Zahl Terstehen, die in der poeitiren 
Zahl a enthalten ist, so kann E(x) als Funktion von x betrachtet 
werden, wobei x von Null ab wachsend Tariieren darf. Oder wenn 
wir das Grenzzeichen ,^m" als mathematische Operation znlasaeu, dann 
wird der Anadmck 

lim- 



eine Funktion von x, die fBr a: — I den Wert 1, fttr alle anderen 
reellen Werte TOn x den Wert annimmt. Mit solchen allgemeinen 
FnnktioDenbildungen wollen wir uns aber hier nicht beschäftigen, son- 
dern nar mit den einfachsten, mit denen, die in der Algebra auftreten. 
Funktionen werden durch Buchstaben f, y, Ä, F, Q, q>, i(!, . . . und 
auch der Unterscheidung wegen durch diese, mit Indizes Terseheuen 
Buchstaben f^, G^, ^^, . . . bezeichnet; will mau die Variablen herror- 
heben, so werden sie, in Klammem geschlossen, hinter die Funktional- 
bezeichnung gesetzt'), also 

rw, »(8, *,(»), -FW, »,« 

In gleicher Weise verfährt man, wenn die Fonktion von mehreren 
Yariablen abhängig ist, wie z. B. die Fläche einer Ellipse von der 
Länge der beiden Hauptachsen, indem man schreibt 

/•(»,!,), eci,,,«, ♦,(«,»), .., 

sprich „f von ic", „g von |" usw, 

^17. Funktionen, die aus Variablen and aus Konstanten durch eine 
endliche Anzahl von Additionen und Multiplikationen hergestellt sind, 
heißen rationale ganze Funktionen oder hier, wo kein Mißver- 
ständnis zu befürchten ist, kürzer: ganze Funktionen'). Die Hinzu- 
nahme der Subtraktion zu den gestatteten Operationen wQrde keine 
Erweiterung auf andere Funktionen zur Folge haben, da 

A-B-.A + (-E) 
ist, und die negativen Größen von vornherein Aufnahme finden sollen 



1) Viite (1640— 160S] bezeichnete Variable and Funktionen dnrcb Vokale. 
Die jetzt übliche Bezeichiiaug stammt von Deaeartee (1596—1660). 

2) In der Fonktionentheorie Tänteht man allgemeiner unter ganzen Funk- 
tionen von X solche Funktionen, die oui iui unendlich groBe Werte der Variablen x 
nnendlich groß werden, die also in der Form best&ndig konvergenter Reiben 

a„+ a,x-\- a^X*-}- a,x'-\ in infinitum 

darstellbar sind. 
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als gleiotberechtigt mit den positiTeo. Ebensowenig brauchen wir das 
Potenzieren mit ganzen positiTen Exponenten, da es durch wiederholte 
Multiplikation ersetzt werden kann 

x'^x-xa^, (l-\-y + t)'~{l-\-y + s){l+y + e), .... 

Ganze Funktionen können in niancherlei verwickelten Gestalten 
auftreten; es gilt aber der. Satz: Jede ganze Funktion einer ein- 
zigen Yariablen x kann auf die „Normalform" 

(1) f{x) — a^+a^x + atX*-\ 1- a^x" 

gebracht werden, in der Og, a^, a,, ■ - ■, a. Konstanten bedeuten 
und n eine ganze poeitiTe Zahl ist. 

Wir wollen diese Behauptung nach der Methode der atrengeu 
oder der vollBtäcdigen Induktion nachweisen. (Siehe Grundlehreu, 
L Teil, I. Band, S. 10.) 

Wir nehmen an, ftlr die Bildung einer voi^elegten ganzen Funk- 
tion ^(x) seien h der erlaubten Operationen n5tig; wir setzen ferner 
die Richtigkeit des ausgesprochenen Satzes für alle Funktionen Toraus, 
die durch höchstens (/;— 1) Operationen gebildet werden können; wir 
denken uns endlich die (k — 1) ersten, zur Bildung von q> erforder- 
lichen Operationen durchgeführt; dann ist die h^ Operation eine Ad- 
dition oder eine Multiplikation, und tp hat bzw. die Form 
p{x) = A + B oder ip{x) = Ä ■ B. 

Hier entstehen A und B durch weniger als k Operationen, können 
also nach der Annahme in die Normalform gebracht werden; dann 
sieht man sofort, daß für ip{x) das gleiche gilt. 

Ffir k= 1 ist der Satz richtig, also gilt er allgemein fOr jeden 
Wert des k. 

Die Eonstanten a^) <^> ■ ■ t % heißen die Koeffizienten der 
Funktion und » ist ihr Grad.') 

§ 18. Ebenso können wir beweisen: Jede ganze Funktion 
zweier Veränderlichen x und y kann auf die „Normalform" 

(2) fix, y) = «00 + («10« + aoiy) + («M*' + «n=^y + «(«!/*) + ■ ■ ■ 

+ (<^i.o^+*'i.-i i^'""'^-! h«! ■_i^y""' + <^o«y") 

gebracht werden. Denn betrachtet man die rot^legte Funktion zu- 
nächst als Funktion von x allein, so kann man ihr nach § 17 die Form 

A,+ A^x + A^x^+ ■ ■ ■ A^3f (^ + 0) 

1) Tiäte, AdlogisticBmapecioBamjprop.XXIT; heraiugeg.vonT.Schooten, 
Logd. Batnv. 164B. 
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geben, bei der die A^, Aj, Ä^, . . ., A^ ganze Funktionen der y oud 
frei von x sind. Man kann daher 

A ■" «00 + «Ol y i- % y' H — «0« y"> 

A =^ «10+ "'uV + «1!?*+ ■ ■ ■ <*ln.!'"l 



setzen, wo nicht alle a^^, <\„ . . . Yon Null verschieden zu sein brauchen, 
wo aber keine höhere Poteuz von y als die m^ auftritt. Ti^t man 
diese Werte för die A in den Yorhergehenden Ausdruck auf der rechten 
Seite der letzten Gleichungen aus § 17 ein, so entsteht (2). 
Die einzelnen Summanden sind von der G^estalt 

«,*«:' y*i 
darin heißt a^^ der Koeffizient, x^^ das Potenzprodukt des 
Gliedes und {g-\-K) seine Dimension. Die höchste in den Gliedern 
von (3) auftretende Dimension heißt der Grad Ton f(x,y).^) 

Die Umwandlung einer ganzen Funktion in die Normalform kann 
auf mancherlei Wegen durchgeführt werden. Daß man aber dabei stets 
auf den gleichen Ausdruck geführt wird, kann erst später bewiesen 
werden. 

Die angestellten Betrachtungen lassen sich in ein&cher Art auf 
Funktionen von drei und mehreren Variablen erweitem. 

9 19. Haben alle Glieder einer ganzen Funktion die gleiche, 
etwa die r** Dimension in den vorkommenden Potenzprodukten, so 
heißt die Funktion homogen von der v*" Dimension.*) So sind 
die Aggregate 

ax -\- hy, ax^ + ßy* + yz* + Sxy + syx, jp|' + ggijg -|- rg£' 

homogene Funktionen von der Dimension 1, bzw. 2, 3. Eine ganze 
homogene Funktion heißt eine Form*), und zwar bei zwei, drei, 
vier, . . . Variablen binär, ternär, qnaternär, . . .. Die soeben als 
Beispiele angeführten Formen sind linear binär, bzw. quadratisch 
temär und kubisch ternär. 

Ist tp{x, y, ?,...) eine Form von der Dimension v, so wird, 
wenn t eine willkllrliche Große bedeutet, 

(3) (p{tx, ty, tz, ...)"■ t'q){x, y,z,-- .); 

1) In Frankreich sagt man Qrad (degrä) auch da, wo wir von DimeDBion 
sprechen, — Vgl, L. Eulen, Introdiictio in anal, infinit. I, cap. b. 

S) L. Enler, Introdactio in anal, infinit. I, cap, 6, § 89. 

3) C. F. Gaufi, DieqniB. aritbm. § 266. In England werden die Formen nach 
Cayley als QnanticB bezeichnet. 
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umgekehrt ist eine ganze Funktion <p, die diese Gleichung 
befriedigt, homogen von der v*™ Dimension.^) In der Tat, ist 
qx'y^e'f... ein Glied Ton q>, so folgt ana der Gleichung 

q(jct)''(i/ty{ety qf+l'*r+- jfyiigr,,. 

die Richtigkeit der Behauptungen. 

Jede beliebige ganze Funktion kann durch die Einfüh- 
rung einer neuen Yariablen in die Gestalt einer homogenen 
Funktion gebracht werden. Ist etwa f{x,y,g) vorgel^, 90 ge- 
nügt es, jedes Potenzprodukt 

qx'y^n^ durch qx^i^z^u'-"'?'^ 
zu ersetzen, wenn v den Grad ron f angibt; oder, was auf das gleiche 
hinausläuft, es genügt, in f{x, y, n) die Variablen 

X, y, z durch — , — , — 

zu ersetzen and das Resultat mit u' zu multiplizier^]. Für u — 1 
kommt man auf die ursprüngliche Funktion f{x, y, e) zurück. 

§ 20. Sind in einer ganzen Funktion die Variablen durch unters 
Indizes voneinander unterschieden, «„, x^, a;,, x^, . . ., x^, dann heißt 
die Summe 

0-a(|+l-ai+2-a,+ 3-a,+ -. + n-K,= A 
das Gewicht des Gliedes 

x^' x°^ x^* xl' ... a:°" . 

Haben alle Summanden einer ganzen Funktion der Variablen x das 
gleiche Gewicht J, so heißt die Funktion isobar vom Gewichte A. 
So ist die Funktion 

ISx^XjXfXg— 4x^Zf' — 4xj'Xf+ a;,'a^*— 27 x^'Xg* 

homogen vom Grade 4 und isobar vom Gewichte 6. 

Sind die Funktionen ^ixQ,x^,Xf,...) und i>{x^,Xi,Xf,...) 
isobar von den Gewichten fi bzw. v, so ist ihr Produkt iso- 
bar von dem Gewichte (ft 4* v). Die Richtigkeit dieses Satzes ist 
leicht nachzuweisen. 

Im Verlaufe unserer Untersuchungen werden wir zuweilen auf 
ganze Funktionen stoßen, die zugleich homogen und isobar sind. So 
ist z. B. hinsichtlich der a 

homogen von der Dimension 4 und isobar vom Gewichte 6. 
1) L. Enler, ibid. g 88. 
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§ 21, Die Algebra beschäftigt sich zunächst mit den Eigenschaften 
der ganzen ration^en Fonktionen; doch führt die Natur ihrer Pro- 
bleme auch zu umfassenderen Funktionengattungen. Unter diesen sind 
haaptaächlicli die gebrochenen rationalen oder kürzer die gebro- 
chenen Funktionen hervorzuheben als einfachste Erweiterung der 
ganzen Funktionen. 

Funktionen, die aus den Variablen und ans Konstanten durch eine 
endliche Anzahl von Additionen und Multiplikationen und Divisionen 
abgeleitet werden können, heißen rationale Funktionen. Ist eine 
rationale Funktion nicht ganz, so ist sie gebrochen. 

Als Beispiele führen wir an, etwa 




;,(»,.) -(-i- + i-) + (i-i)"' 



Wie man sieht, kann die Gestalt einer solchen rationalen Funktion 
recht verwickelt erscheinen; aber aocb fQr sie gibt es eine einfache 
Normalform. Wir weisen nach: 

Jede rationale Funktion einer einzigen Variablen kann 
auf die Normalform eines Quotienten zweier ganzen Funk- 
tionen dieser Variablen gebracht werden. 

Auch hierför liefern wir den Beweis dnrch strenge Induktion (§ 17). 
Wir nehmen an, der Satz wäre für alle rationalen Funktionen richtig, 
die sich durch höchstenB (k~ 1) Operationen aus den Konstanten und 
der Variablen mittels Addition, Multiplikation und Division herstellen 
lassen. Wir zeigen dann, daß der Satz auch für k Operationen richtig 
bleibt. Da seine Kichtigkeit filr % = 1 ersichtlich ist, so folgt er für 
ft = 2, 3, 4, . . . und so allgemein für jedes endliche, wenn auch 
noch so große Ic. 

Liegt ein mittels k Operationen hergeleiteter Ausdruck vor, so liefert 
die letzte, bei seiner Berechnung vorzunehmende Operation Aufschluß 
über den Charakter des Gesamtresultates, ob er eine Summe oder ein 
Produkt oder ein Quotient ist, also ob er die Form bat 

A + B oder A ■ B oder A : B. 
Dabei sind A und B durch weniger als k Operationen darstellbare 
rationale Funktionen; sie können also auf die Normalform gebracht 
werden, so daß wir setzen dürfen 
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wo f, g, Z"^, g^ ganze Funktionen von x bedeuten. Dann wird in dea 
drei mSglicben Etilen bzw. 

A -R- Mß^M. ^'M 

wo F, Fl, Ffj G, Gl, ff, ganze Funktionen der Variablen x sind. 
Damit ist der Satz bewiesen. 

Die Reduktion auf die Normalform kann auf Terschiedenen Wegen 
durcbgefaiirt werden; dabei stellt es sich herans, daß die Darstellungen, 
auf die man kommt, voneinander verschieden sein können, was bei den 
ganzen Funktionen nicht der Fall war; so hat man z. B, 
1 — g _ x — x' 1 — 8x+x' _ 1 — j :' 
l + x~ x + x'™ 1 — x* ~l-faa! + 3!'' 

Wir werden aber später sehen, daß diese Verschiedenheit nur in der 
Hinzufügung oder der Unterdrückung eines und desselben Faktors im 
Zähler und Nenner der Normalform bestehen kann. 

Es sei noch darauf aufmerksam gemacht, daß bei der Bildung 
rationaler Funktionen auch Potenzen mit negativen ganzzahligen Ex- 
ponenten benutzt werden dürfen, da ja die Gleichung gilt 

^— y- 

Die Erweiterung des BegrifTes der rationalen Funktionen einer 
Variablen auf mehrere und die Einführung der Normalform auch 
hierbei stößt auf keine Schwierigkeiten. Auch den Begriff der Homo- 
geneität kann man ähnlich wie bei den ganzen Funktionen zur Gel- 
tung bringen: Ist der Zähler Z(x, y, . . .) einer gebrochenen Funktion 
in ihrer Normalform homogen von der Dimension fi und der Nenner 
N{x, y, ...) homogen von der Dimension v, so iBt die Funktion selbst 
homogen von der Dimension (fi — v), gleichgültig, ob diese Differenz 
(ji — v) positiv, Null oder negativ ist, so daß man hat 

Z(!ct,yt ....) tfZix^._..) ^_y Z(,x,i,,...) 
N{xt,yt, . . .) 'fN\x, y,...)~'^ N(x, y,...)' 

So haben die Funktionen 

_jc±y_ x'(y + g)' 1_ 

x — y + e' xg'—i* ' a:'+y'-f-z' 

Homogeneität von den Dimensionen 0, 1, —3. 
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% 83. Eis weiterer Schritt zar Ansdehnnng des Funktional- 
begrifFes würde darin beetehen, daß man bei der Bildang Ton Funk- 
tiouen auch die Ausziebnng toq WuTselu mit ganzen WurzelexpoDenten 
in endlicher Anzahl zuUiBt. So käme man z. B. aaf 

\^üfÄ fvT+Vv, Yt+f^H^+Vt-K-y^. 

Solche Funktionen können wir als radikale Funktionen bezeichnen. 
Für derartige radikale Funktionen kann man gleichfalls, wie für die 
rationalen, Normalformen aufstellen; doch werden wir ans erst 
später mit dieser Frage beschäftigen, wenn es sich um die ,^nflÖ8- 
barkeit" von algebraischen Gleichungen handelt. 

^ ä3. Eine Yerallgemeinerong des Gebietes der radikalen Funk- 
tionen ist naheliegend, und damit erschöpfen wir die Funktionen, mit 
denen sich die Algebra beschäftigt Die Variable u heißt eine alge- 
braische Funktion von x, y, e, . . ., wenn u eine Gleichung 
(4) fix,y,^,...;u)^0 

befriedigt, in der f eine ganze Funktion von x, y, e, . . ., u bedeutet. 
So liefert z. B. 

m' + xu' 4- yw* + ^u + 1 = 

die Variable u als algebraische Funktion ron x, y, z. 

§ ä4. Es mi^; noch erwähnt sein, daß Funktionen, bei deren 
Bildung höhere, transzendente Operationen benutzt werden, oder die 
nnendlieh viele, wenn aach nur elementare Operationen beanspruchen, 
den Namen transzendente Funktionen erhalten haben. Zu sol- 
chen trauszendenten Funktionen gehören also z. B. 

m-^\ g{x)^\ogx; k(x,y) = Bm{x-y); 

rp{x) = \-\-x-\-x^-\'3^-^--- (in infinitum). 

Die letzte „unendliche Beihe" als transzeudente Fnnktion anzusehen, 
könnte Bedenken erregen, da fSr — 1 < | x | < 1 die Gleichung gilt 

^{x)=\-\-X-{-X*+a^-\- -^->-; 

allein es ist zn beachten, daß fp{x) und l:{\~x) wesentlich Tonein- 
ander niiterschieden sind; denn während tp(x) nur för |x| < 1 einen 
Sinn hat, ist 1 : (1 — a:) für alle Werte von x mit Ausnahme von a; -= 1 
definiert. 

Ähnliche Betrachtungen knüpfen sich an Funktionen wie 
( l-x)Binai 
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die fttr alle Werte von x außer a; =- 0, ± 3t, ^ 2«, ± 3«, . . , mit 
der ganzen I'nnktion (l—x) übereinstimmt, für diese Ausnahmeverte 
alwr -^ wird. 

Ebenso steht es in unserem Belieben, ob wir z. B, die Funktion 

y — sin(arc8init), 

die för jeden reellen Wert Ton x den Wert y =- x liefert, als gauze 
rationale oder als transzendente Funktion auffassen wollen. 

§ 25, Wir wollen einige Betrachtungen anstellen, die sich aof 
den allgemeinen Funktionenbegriff beziehen. Dabei gehen wirTon einer 
ganz beliebigen Funktion f(x) von x ans und bezeichnen diese Funktion 
kurz durch den Bachstaben y. Wir setzen also 

(5) »-/■«. 

Dabei beißt x der Wert des Argamentes oder kurz das Argument. 
Im allgemeinen ist mit x zugleich y veränderlich, doch können 
auch Fälle eintreten, in denen y nur scheinbar von x ablmngt, in 
Wirklichkeit aber eine Eonstante ist, wie bei 

Diese Eigentümlichkeit hat aber keinen Ein&uß auf unsere Betrach- 
tungen. 

Während x unabhängig veränderlich ist, wird y eine von 
den Werten des x abhängige Veränderliche. Die Abhängig- 
keitsbeziehung läßt sich durch die Ausrechnung und die daran ge- 
knüpfte Aufstellung einer numerischen Tabelle ersichtlich machen. All- 
bekannte Beispiele hierför sind die Logarithmentafeln sowie die Tafeln 
der goniometriBchen Funktionen. Um zu einer solchen Tabelle für 
y — fix) zu gelangen, geben wir dem x, als der onabhängigen Verän- 
derlichen, eine Reihe von Werten, etwa solche, bei denen die Diffe- 
renzen zweier benachbarter einen konstanten Retrag d haben, während 
Xq einen festen Wert bedeutet, so daß diese Werte eine arithmetische 
Reihe enter Ordnung bilden, 

..., Xa-Sd, Xa~2d, x^ — d, x^, x,,-^ d, x^^ 2d, x^+id, . . .; 

dann berechnen wir die zugehörigen funktional werte, die in der 

Qestalt auftreten 

. ., /•(ai.-Sd), f(x,-2d), f{x,-d), f(^.\ f{^, + i), /■{».+ 2i), 
/■(r,.+ 3<r), ..., 



„Gooi^lc 



Verättderliche. ■ 



und stellen diese beiden Wertreihen entsprechend zuBammen. 
gibt sich z. B. ftlr die Funktion 



äi (d—1) wegen 






f{-3)-l-2. 


3 + 3-9-22, 


/■(-2)-l-2.2 + 3-4_9, 


f{-l)-l-2 


■1 + 3.1-2, 


/■(0)-l + 2-0 + 3-0-l, 


AD- 1+2 


■1+31-6, 


/■(2)_l + 2-2 + 3-4-17, 


f{3) -1+2 


3 + 3-9-34, 


/■(4)-l+2-4 + 3-16-67, 



/■(ö) = 1 + 2 • 5 + 3 ■ 25 = 86, • ■ • 
die fibersichtliche Tabelle der Wertepaare x, y, bei der je zwei unter- 
einander stehende Werte von x and ron y sich entsprechen, also die 
Gleichung y — l + 2a: + 3a:* befriedigen, 

j^ l ...j-S: -2; -1; 0; 1; 2; 3; 4; 5;-- - 
y = |--; 22; 9; 2; 1; 6; 17; 34; 57; 86; ■ - ■ 
FQr die gebroidiene Fonttion 

9 i'V.''; 1 — a;^2 — I (1 — a;)(2 — «) x' — 8x-|-2 
ei^ibt sich in gleicher Art die Tabelle der Argumente und der Funk- 



- -i 0; 0,25; 0,60; 


0,75; 0,9; 


1; 1,1; 


---;1,5; 1,904---! 2,666--- 


; 4,8 ; 10,909--- 


; «; -8,888---; 


1,26; 1,5; 1,75; 1,9; 


2; 2,1; 


2,26; 2,5; - • - 



i6; 0; 2,666-; 8,888...; oo; -10,909; -4,8; -2,6 



§ 26. In den beiden Beispielen des vorigen Paragraphen gehörte 
zu einem Werte von x auch nur ein einziger Wert von y. Funktionen, 
bei denen das eintritt, heißen eindeutige Funktionen. Jede ra- 
tionale Funktion ist eindeutig. 

Gehören zu einem Werte von x mehrere Werte von f{x), so 
heißt f{x) eine mehrdeutige Funktion von x, and zwar je nach 
der Anzahl ihrer Werte eine doppeldeutige, eine dreideutige, 
vierdeutige nsf. Es gibt auch unendlich-vieldeutige Funktio- 
nen; so z. B. erkennen wir: die Funktion 

y = a-y y\ -\- X ist doppeldeutig, 
y = yh -\- j? ist dreideutig, 
y = V« + X -\- 1/6 + a;' ist vieldeutig, 
y ^ arc sin x ist uuendlich-vieldentig. 
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Diese letzte auf src sin x bezügliche Befaaaptang gründet sich 
darauf, daß ein „Bogen, deseeo Sinas gleich x ist", d. h. arc (ein — x) 
oder arc sin x diese Eigenschaft beibehält, wenn man diesen Bogen 
um ein beliebiges Vielfaches des EreisamfangeB vermehrt oder um ein 
solches vermindert. Setzt man also arc sin ar — y, so ist auch 
arc sin a; — y ± 2kn bei (ft — ± 1, ±2, ± 3, ■ ■ -). 

§ 37. Die im § 25 besprochene tabellarische Übersicht über den 
Verlauf einer Funktion y — f(x) durch Angabe der Werte von y, die 
zu gegebenen Werten von x gehören, hat den Mangel, daß sie der 
Anschaulichkeit entbehrt. Deshalb setzen wir ihr eine andere zur Seite, 
die diesen Mangel dadurch vermeidet, daß sie das durch y ^ f(x) be- 
stimmte ÄbhängigkeitsverhSLltnis geometi-iech darstellt, aber freilich 
für rechnerische Verwendung weniger tauglich ist. 

Zunächst repräsentieren wir alle Werte der reellen Zahlenreihe 
— 00, ■ ■, 0, ■ - -, + CO durch die Gesamtheit der Punkte einer Ge- 
raden. Wir fixieren auf einer willkürlichen geraden Linie zwei Punkte 
and E, den Anfangs- oder Nullpunkt und bzw. den Einheits- 
punkt. Die Entfernung OE nehmen wir als Längeneinheit und 
setzen zugleich die Richtung OE als positive, folglich die Richtung 
BO als negative Richtung fest. Dann ordnen wir jeden reellen 
Zahlenwert a dem Punkt der Geraden zu, dessen Entfernung von 
durch die abaolate Größe von a gemessen wird, und der dabei in der 
Richtung OE oder EO liegt, je nachdem a positiv oder negativ ist. 
Umgekehrt ordnen wir jedem Punkte ^ der Geraden den Zi^euwert 
zu, dessen absolute Größe gleich OÄ ist, gemessen durch OE als 
Einheit, und dessen Vorzeichen das positive oder das negative wird, 
je nachdem die Richtung OÄ mit der Richtung OE oder mit der 
Richtung EO zusammenfällt. Hiernach werden z. B. aUe positiven 
Zahlen auf dem Strahl oder der Halbgeraden von in der Rich- 
tung OE dargestellt; die positiven echten Brüche auf der Strecke 
OE usf. Eine derartige Zuordnung nennt man eine Abbildung oder 
ein Bild, und zwar, wenn wie hier jedem Individuum der einen Menge 
eins und nur eins der anderen eutepricht, eine gegenseitig eindeu- 
tige oder kürzer eine ein-eindeutige Abbildung. Gewöhnlich legt 
man OE horizontal und nimmt als positive Richtung die von links 
nach rechts an. 

Bei dieser Zuordnung ist stillschweigend eine grundsätzlich wich- 
tige Voraussetzung gemacht, nämlich die, daß nicht nur, wie ersicht- 
lich, jeder Rationalzahl, sondern auch jeder Irrationalzahl eine be- 
stimmte Strecke entspreche. G. Gantor hat wohl zuerst^) darauf auf- 
merksam gemacht, daß diese Annahme weder selbstverständlich noch 
• 1) M&tli. Ann. 6 (18T£), S. HS. 
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beweisbar erscheine, vielmehr ein vesentliches, rein geometriscbes 
Axiom in sich schließe. — Hinsichtlich dieser Fr^e verweisen wir 
auf die Darlegungen von Ä. Pringsheim'^) und nehmen hier eine 
solche gegenseitige Znordnang als vorhanden an. 

g 28. Nun können wir also die unbegrenzte Wertreihe a: = — co, 
■ ■ -, 0, ■ ■ ■, + CO den Punkten einer Geraden eindeutig zuordnen und ge- 
winnen damit ein anschauliches Bild für die Werte des Argumentes 
X der Funktion y — f(x). Die Werte der Funktion y bilden wir in 
gleicher Weise auf einer zweiten Geraden ab tmd nehmen dabei der 
Einfachheit halber für beide Gerade die gleiche Längeneinheit. Die 
erste der beiden Geraden nennen wir die X-Achse, die zweite die 
Y-Achse. Beide Achsen legen wir rechtwinklig zneinander in die- 
selbe Ebene und wählen als den Schnittpankt beider den gemeinsamen 
Anfuigspnnkt 0. Die positiven Richtm^en der Achsen können wir 
willkürlich annehmen. Wir wollen festsetzen, daB die Ebene beider 
Achsen horizontal liege; daß die X-Achse von links nach rechts und 
die Y-Achse von hinten nach vom positiv verlaufe. Dann wird durch 
jedes beliebige Wertepaar für x und y, welches wir durch {x^^ajy — b) 
oder auch durch (ic/y) — iflIV) bezeichnen, ein Pnnktpaar auf den 
Achsen bestimmt, und umgekehrt. Wird nun a willkürlich und h so 
gewählt, daß i = f{a) ist, dann entspricht der Inbegriff dieses Punkt- 
paares (xjy) — (a/6) der Funktion y »= f{x). Dabei läßt sich auf man- 
cherlei Arten das Punktpaar {xjy') auf den Achsen unserer Anschauung 
näher führen. So könnten wir z. B. die Yerbindnngsgerade des Punktes 
a auf der X-Acbse mit dem Punkte 6 = f{a) auf der Y-Achse als 
Repräsentantin des Punktpaares {x = a j y ^b) ansehen und den In- 
begriff aller dieser Verbindungslinien als Bild der funktionellen Ab- 
hängigkeit, die durch die Gleichung y=-f{x) zwischen den beiden 
Variablen x und y festgesetzt wird. Diese Darstellung würde aber 
einigermaßen kompliziert werden und sich nicht übersichtlich genug 
gestalten. Um einen Begriff von den einschlagen Verbältnissen zu 
geben, wählen wir als Beispiel die Funktion 

und gehen an, ohne auf den Beweis einzugehen, daÖ die Gesamtheit 
der besprochenen Verbindungslinien mit der Schar der Tangenten eines 
E^elschnittes, und zwar einer Parabel, identisch ist, die die X-Achse 
im Nullpunkte berührt und die n^ifative Seite der Y-Acbse zur Sym- 
metrieachse hat. Die Geraden spielen dabei die Bolle von „Linien- 
koordinaten" der Parabel,*) 

1) Enzyklop. d. math. Wiai, I, A 8, Nr. 4, S. 63. 

2) Derartige Daratellungen liod durch Flacker Id seinen „4iial7tiBch-geo- 
metrisclieii Entwicklangen" (1B81) eingefShrt worden. 
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Eine aadere Dantellang des PanktpaareB (x/y) würde sich er- 
geben, wenn man als Repräsentanten des Ponktpaares {x — ajy — h) 
den Ereis wählt, der dnrcli beide Punkte and durcb den Schnittpunkt 
der Achsen hindurch geht. Dabei wfirde das AbhäugigkeitsTerbältnis 
durch eine eigeoartige Schar von Kreisen dargeetellt werden 

Zu einer einfachereo Veranschaulichung eines Punktpaares (x^/y^ 
kommen wir auf folgende Weise: Wir ziehen durch Q, den Punkt Xj der 
horizontalen Achse, eine Parallele 
_ jP^-"-"; — ^^^ vertikalen und durch B, den 
Punkt y, der rertikalen, eine 
Parallele zur horizontalen Achse 
und nehmen den Schnittpankt 
der beiden Parallelen als Bild 
des Punktpaares (xi/y,). Die 
Aufeinanderfolge der so erhal- 
tenen Schnittpunkte entspricht der Beziehung 
y = fix), derart, daß die Werte OQ~x^, OJi = y^ 
jeder so erhaltenen Schnittpunkte P=(Xi/yi) die 
Gleichung y, — f{xj) befriedigen. Wir s^en, P 
habe die Abszisse OQ=^x^ und die Ordinate 
0Ji = 3/i; wir nennen Xi und y, die rechtwinkligen Koordinaten 
des Punktes P. 

Da es nicht möglich ist, zu jedem Punkte Q der X-Achse den 
Pnnkt P mit der Ordinate y — f(x) zu besetzen oder zu konstruieren, 
so muß man sich damit begnügen, eine Anzahl nahe aneinander lie- 
gender Punkte zu y = f{x) zu zeichnen, um dadurch eine Anschauung 
zu gewinnen.') Vgl. § 30 über diesen Punkt 

Wie man sieht, versagt diese Darstellung, sobald man bei den 
Koeffizienten oder den Variablen das Giebiet der reellen Größen ver- 
läßt und komplexe Werte zuläßt. 

g 39. In ähnlicher Art wie von y = f(x) in der Ebene kann man 
unter Benutzung des dreidimensionalen Raumes eine Abbildui^ der 
Funktionen 

von zwei Variablen x und y erlangen. Hier sind x, y unabhängig 
veränderlich, während der Wert von e zwar im allgemeinen veränder- 
lich, aber dabei doch von den Werten des x und des y abhängig ist, 
so daß zu jedem Wertpaar {xjy,} ein Wert oder mehrere Werte von 

1} Die ijBtematiBcbe Benntanng der Koordinaten zur ünterancliiuig von 
Kurven stammt von Descartei (1&96— 1660) her. Abszine and Ordinate riud 
Ton Leibnil, Acta Emd. 1892, Koordinaten genannt worden. 
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Punkttripel 33 

s, vermöge der (rleichimg «j " J?(a^, yj gehören, die sicli aus dieser 
Gleichung berechDen lasaen. 

Für die Darstellnng der (x/y) behalten wir die im vorigen Para- 
graphen benutzte Ebene bei und für die Darstellung des e Trählea 
wir eine in senkrecht auf dieser Ebene stehende Gerade, die Z-Aehae, 
von gleicher Längeneinheit wie OS. Die, übrigens willkürliche, posi- 
tive Richtung der Z-Achse wollen wir folgendermaßen festlegen: Ein 
Beobachter stehe in auf der XY-Ebeoe so, daß er, längs der posi- 
tiven Halbachse der F-Achse entlaug sehend, die positive Halbachse 
der X-AchBe zur Rechten hat; dann soll die positive Halbachse der Z- 
Achse so gewählt werden, daß sie durch den Beobachter hindurch geht 
in der Richtung von den Füßen zum Kopfe. 

Um jetzt das Punkttripel (^i/^i/^i) geometrisch darzustellen, 
wählen wir auf den drei Achsen je einen Punkt Q, M, M, so daß 
0g = 3^, OB = yj^, OM — z^ wird, anter 
Berücksichtigung der Vorzeichen. Durch 
jeden der Achsenpnnkte Q, B, M legen wir 
eine Ebene, parallel zu den beiden andern 
AchBeu, bzw. QPN, BPN, MLN, Diese 
drei Ebenen schneiden sich in dem Punkte N, 
der als Repnisentant von {^i/ift/^i) gelten 
soU: N— (Xi/yi/ej). 

Die Gesamtheit aller Tripel (xJyiJB^, ^ 
die der voi^legten Gleichung «, — g{x^, y^ "^'^ ' 

genügen, liefert für J/" als Ort eine FÜiche, die als Bild der Gleichung 
gelten kann. 

§ 80. Wir haben bereits am Schlüsse von § 28 auf einen noch 
näher zu untersuchenden Punkt aufmerksam gemacht. Es können bei 
der geometrischen Darstellung der zu ^ = f{x) gehörigen Wertepaare 
ipcly) im allgemeinen nur Bildpunkte in endlicher Menge angegeben 
werden; man muß eich folglich damit begnügen, nahe aneinander lie- 
gende Werte von x anzunehmen, die zugehörigen Werte von y zu 
bestimmen und dann die zwischenliegenden Werte passend zu ergänzen. 
Das kann aber nur dann zu brauchbaren Resultaten fiihren, wenn bei 
geringer Änderung der unabhängigen Variablen auch die abhängige 
nur geringe Änderungen erfährt, wenn also, wie man sagt^ die Funk- 
tion stetig oder kontinuierlich ist Daß die Stetigkeit keine not- 
wendige Eigenschaft aller Funktionen ist, zeigen die Beispiele 

aus § 16; nimmt x bei ganzzahligem positiven Werte um beliebig wenig 
ab, so vermindert sich sofort der Wert von f=E{ix) um eine Ein- 

Relto: iJEebn S 
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heit. Bei der Funktion g{x) tritt fOr :c — 1 Uostetigkeit ein, wie be- 
reits in § 16 angegeben wnrde. 

Es sei (xg/yo) ein Wertepaar, das die Gleicbnng 

».-/■(».) 

erfüllt Ferner sei (o^ + k) ein zweiter Wert der Yariablen x (bei 
positiTsm oder negativem reellen h), und der zngebörige Funktionenwert 

also wird {xq+ Ä/yo+ Ä) ein za der Funktion 

(5) s-nx) 

gehöriges Wertepaar, h bzw. k wird als Zuwachs oder Inkremeut 
TOn X und baw. von y bezeichnet Wenn mit abnehmendem und 
zur Ctrenze Null gehenden h auch k zur Grenze Null geht, 
d. h, wenn 

Iim(/"(a;o-|-Ä)-/"M = 0, 

dann heißt f{x) an der Stelle Xf, stetig. Es ist also dann mög- 
lich, zn jedem beliebig kleinen, gegebenen absoluten Werte k^ einen 
absolnten Wert h^ zu bestimmen, so daß stet.'^ 

(6) \fi^,+ h)-f(x^)\<k„ wenn |A|<^ 

ist Wir wollen einige elementare Eigenscbaften stetiger Funktionen 
herleiten. 

g 81. I. Sind die beiden Funktionen f{x) und ff{x) an der 
Stelle x^ stetig, so ist es auch ihre Summe. Der Voraussetzunji; 
nach kann man zwei Werte h^ und h^" so bestimmen, daß 

\f{^o+i^)~fMl<\h, wenn |AI<AÖ, 
und 

\g(xo + h}—g(xo)\<YK> ■"™n \^:<K'j 
denn offenbar darf in (6) auch y k^ an die Stelle von k^ gesetzt werden. 
Ist nun h„ eine absolnte Größe, die kleiner ist als die kleinere 
der beiden Größen A^', h^", so wird 

\n'',+i>)-fMi<iK, I 

i wenn \h\<hg. 

\g{^,+ k)-gix,)\<-^-Jc„ I 

Durch Addition e:^bt sich hieraus (vgl. Grundlehren, I, I, S. 359£F.) 

\ffi^+h) + g{Xt+h))-(f(x^+g{x;i)\<Jc^, wenn h <h„; 
damit ist der Beweis des Satzes geliefert 
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n. Sind die beiden Funktionen f(x) und g{x) an der Stelle 
Xg stetig, 80 ist es ihr Prodokt gleicbfalU. Wir audien auch hier 
ein zu ^ gehöriges %g für (6) zu bestimmen. Es sei die abaolate 
Größe Ä größer als die größere der beiden Größen f{x^)\ und \g(Zg)\. 
Femer nehmen wir von vornherein kg < iA', waa erlaubt ist, da 
lim /-Q = ist, und bestimmen eine absolute Größe K, die der Be- 
dingung 

^<ä-(i-Ä) 

genügt. Ersetzt man in (6) h^ durch diese Größe K, dann ]&&t sich, 
wie im Bevreise des vorigen Satzes I gezeigt ist, eine absolute Große 
k^ ao bestimmen, daß zugleich 

i/'fe+*)-««.)i<-r,| 

und [ wenn | A j < Ä^ 

\g{iC,+ h)-gix„)\<K,\ 

ist. Daher wird 

lrt'^+%(«i+'')-/'(»4W».)l 

- 1 (/% +h)- nv)to(*c> + *) - » w) + fw fefe. + » - 9i',i) 
<.¥.{i-Ä)'+'i(i-Ä)-'.-,^.(i-Ä.). 

nnd da kf,<.iA*<CSA*, also die Elammei^röße positiv ist, 

\fi!eo + *')9{Xo+Ji) — f{x^)g{xg)\ <fcj, wenn \h\<h^. 
Damit ist der Beweis des Satzes II geliefert. 

III. Sind die beiden Funktionen f'{x) und g(x) an der 
Stelle Xg stetig, nnd ist g{xQ) von Null verschieden, so ist 
auch der Quotient f{x):g{x) an der Stelle x^ stetig. 

Die Größe A möge größer sein als die größere der beiden Größen 
\f(Xo)\ und \gix^)\, und \g{x^)\ werde mit J9 bezeichnet. Die Größe 
k^ nehmen wir, was wegen lim ^ — möglich ist, von vornherein 
kleiner an als „- und wählen endlich eine Größe 

Dann können wir eine absolute Größe k^ so bestimmen, daß man hat 

i/'fe+»)-/'(»i)i<i, I ,,, , 
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L A + LA 
^ B' — BL > 
da im letzten Ausdrucke gegen den Torletzten der Zähler Termelirt 
und der Nenner vennindert worden ist. Weiter folgt, wenn wir den 
Wert von L eintr^en, 

1 A». + h) _ f(.x,) j 2Ak,B' 

I jf («, + Ä) "s"(av) I ^ (Ä. B + 2 J) (B* — B' t, : [fc, B + 2 JJ 

< (t,B+\j^B''-B-t. "^' '"™ l*l<V 

EierdoTclL ist der Satz III dieeeB Par^p^phen bewiesen. 

Die im letzten Theoreme ausgesprochene Bescbränkang anf 
Stellen x^, in denen der Kenner g(x^ nicht verschwindet, erweist 
sich leicht als notwendig. So ist z. B. fBr die Funktion 

das Inkrement ''^^^ " 



Ä- 



. A^ 



die Funktion y an allen Stellen X(, + stetig; ftlr x^ — dagegen 
nicht, weil k für beliebig kleine Werte von A stets unendlich groß wird. 

Bedenkt man nun zusammenfassend, daß erstens jede Konstante als 
stetige Funktion von x angesehen werden kann, bei der der Zuwachs k 
sogar stets gleich Null wird; nnd daß zweitens y = x eine stetige 
Funktion von x mit A: =- A ist, so folgt aus den drei in diesem Para- 
graphen bewiesenen Sätzen, daß jede rationale Funktion für jeden 
Wert des Arguments, der den Nenner nicht zu Null macht, Stetig- 
keit besitzt. 

Ist eine Funktion för alle zwischen x^ a und x — i gelegenen 
Werte stetig, so heißt sie für das ganze Intervall (a, ■.-,&) stetig. 
Nach dem soeben Besprochenen gilt also das Theorem lY: Jede ra- 
tionale Funktion ist für jedes Intervall stetig, in dem sie 
nicht unendlich groß wiri 

Es möge hier noch ausdrücklich darauf hingewiesen werden, daß 
weder die Definition (6) der Stetigkeit noch die daraus hergeleiteten 
Sätze dieses Paragraphen reelle Werte der Koeffizienten oder des Ar- 
gumentes der Funktionen voraussetzen. 

§ 33. Wir haben den Begriff der Stetigkeit in der ausgesprocheneii 
Absicht eii^eführt, die geometrische Darstellung von Funktionen zu 
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rechtfertigen; wir kSnaen diesen Begriff aber auch als Grundlage zu 
weitergehenden tJberlegungea benutzen. 

Wir vergleichen den Zuwachs h des Argumentes Xd mit dem Zu- 
wachs f{Xf, + h') — f{x^ der ganzen Funktion f{i£). Es aei die Nor- 
malform dieser ganzen Funktion 

fix) = a^xf + «liB"-* + a^3f-* ^ + a,_,a:' + «,; 

dann liefert der binomische Satz 

f{x-\-h) - «„(« + *)" + a^{x + hy-^ + ■ ■ ■ + a^_^(x + hy + B, 
= s[a^4- naf-'Ä + ("):r"-»A»-|- ■ ■ . -f Ä"] 
+ «,[«"-' -H («- l)a^-*Ä -h {"J*)«-- »AH ■ ■ ■ + A"-^] 



Nach steigenden Potenzen von A geordnet ergibt dies 

+ [««o3f-'-|- («-lK*"-»+ («-2)o:,ic-«+--- -I- a,_,]-^ 

-|-[«(«-l)«oiC-» + («-l)(«-2)a,ar"-» 

+ („_2){„-3)«,3:-* + ... + 2.1a._,]^ 

+ «oA». 
Dies schreiben wir abgekürzt so: 

(7) f(:c+h)-f{^)+f(^)!^+r{x)i;-^+r\i)^^+-+n')''^, 

indem wir setzen 

/"(a;) = wa„a?-' + (M-l)Ki «"-* + («— 2) aja:"-* + ...-l-ß,_, , 
r{x)^n{n-\)a^^-'+{n-K){n-^)a,3S^'^ 

-(-{«-2)(«^3)«,rc"-* + -----H2-l«,_„ 

Den Ausdruck f{x) nennen wir die erste Ableitung oder kürzer, 
wenn Mißdeutungen ausgeschlossen sind, die Ableitung von f{x); 
weiter f\x), f"{x), . . ., f-'>(x) die aweite, die dritte, . . ., die 
»'• Ableitung von f(x). 
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Reduziert Biet f(x) auf ein einziges Glied 

f(x) — aj,x^, 80 wird f^x) = Xa^x^'K 

Erscheint f{x) als Summe zweier ganzer Funktionen 
(8) f{x) = g{x) + k{x), so wird f(x) = g'C^) + k'{x). 

Aus diesen beiden leicht ersichtlichen Sätzen folgt, daß f"((t>) die 
erste Ableitung von f{x) ist, und daß allgemein die (a + ß)** Ab- 
leitung die u** der ß**^ ist und auch die ß** der a*™. 

§ 88. Wir haben soeben die Ableitung einer Summe g(x) -\- Jc(x) 
aus den Ableitungen ihrer Summanden bergeetellt; wir A^en jetzt 
na«h der Ableitung eines Produktes zweier ganzen Funk- 
tionen f(x)=-g(3;)h(x). Es ist 

h(^ + h) - J-W + i'W4 + '"Wi^ + ■ ■ ■. 
also 

f{x -t- A) = p(x+h) k{x+h) = g{x) k(x) + \g'(x)k{x) + g(x)k\x)]h + ■■-, 

d. h-, wenn wir den Koeffizienten von h rechts gleich der Ableitung 
Ton f(x) setzen, 

(9) bw* («)]• - !iv)m + j wi'w- ' 

Schreiben wir dies in der Form 









so beweist man durch strenge Induktion leicht die Gültigkeit der all- 
gemeinen Formel 

(w) — ,*— "-2:tS- 

m« — ' 

Werden die r Faktoren des Produktes einander gleich, so ent- 
steht aus (10) die speziellere Form 

(11) (v(irr)'=n9>j;x)-'-9>'(a;). 

Für das Produkt 

ffix) = {x~ay{x~by{x-e)r...ix-d)' 
folgt ans (10) 

Es heißt dies: die Partialbruchzerlegung von g'(x):g(x). 
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§ 34. Unsere De&ütdoa der Ableitung stützte Bich auf die Dar- 
stellung (7) Ton fix-\-)i) in eine endliche nach Potenzen Ton A fort- 
schreitende Reihe. Ans ihr folgt non 

(13) 

und diese G-leichung für f'{x) können wir als weitergehende, allge- 
meinere Definition der Ableitung von f{x) nehmen. Danach läßt sich 
die Ableitung des Quotienten zweier ganzen Funktionen 
g{x) : k(x) leicht bestimmen. Es wird 

g(x + h) g{x) [g(!c + h)- g(x)]Hx) - [k(x + h)- t(a;)]g(x) 
k(x + h) ft(x) ■" k{_x + h)k(x) ' 

und daraus durch Division mit h 

tg(x±f^ g(x)\ 






= lim 



(3(£ + S)--jl(^j,, , k(x + k)-k(x) 



--'-''^m-'^^'l^'^9(^)]:[K^ + h)ki.)l 



Insbesondere erhält man för g{x) = 1 und g'(x) = die Ablei- 
tung der reziproken Funktion von k(a;), nämlich 

Ein anderes Beispiel, welches auch aus dem Bereiche der ganzen 
Funktionen herausführt, ist das folgende. Es sei die Funktion vorgelegt 

f{x) = siu IC, 
dann wird 

f(x + h) — f{x) = sin(3;-|-A) - sin a; = 2 cos ^a; -f- y^ sin y 
und 



Nun ist leicht dur(di geometrische Betrachtungen ein&chster Katur 
7.U zeigen, daß für abnehmende und zur Grenze gehende Werte von s 



wird. Danach folgt 

(16) r(:«)-(M»»)'-c 
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Ähnlich beweist m&n die Beziehung 
(16a) (co8a:)'= — emx. 

Allgemeiner findet man 

, , ( {am {ax + b))' = + a- cos (ax + b), 

|(eo8(aa; + i))'— — a • sin (ax + b). 

§ 35. Die geometrische Veranschaulichung können wir auch hier 
benutzen, um in das Wesen und die Bedeutung der Ableitung tiefer 
einzudringen. 

Die Kurve Ä C der Figur sei das Bild der Funktion y =■ f(x'). 
Auf ihr mögen die beiden Punkte 

Ä^{x/y) und C~{x + h/y-i-k) 
liegen, so d&B 

OB='X, BA~y~f(x); 
OG = x-j-h, GC-y + k = f(x + h); 
BG = h, DC='k = f(x + h)~f(x) 
ist Daraus folgt 
iL^LJ U „_,- = _ ^ tang J>^C = tangT. 

Läßt man jetzt BG — k mehr und mehr abnehmen und zur 
Grenze gehen, dann wird der Punkt G sich auf der Kurve dem 
Punkte A nähern und schließlich wird C mit A zusammenfallen. Da- 
bei dreht sich die Sekante EÄG um den festen Punkt A und geht 
in der Grenzlage Qber in die Tangente TA, die im Punkte A an die 
Kurre y — f(x) gelegt werden kann. Bildet diese Tangente mit der 
poaitiTen Richtung der X-Achse den Winkel *, so folgt 
y = f{x) — lim taug r = taug fr, 

d. h. die Ableitung f{x) = y' der Funktion f{x) = y ist die 
goniometrische Tangente des Winkels, den die geometrische 
Tangente im Punkte {xjy) = A der Kurve y = f(x) mit der po- 
sitiven Richtung der a^-Achse bildet. Wir woEen dies kürzer 
so ausdrücken, daß wir f(x) = y' als das Steigungsmaß der Tan- 
gente an die Kurve y ^ f{x) im Punkte A bezeichnen. 

^ 36. Wir beweisen jetzt den folgenden, für spätere Untersuchungen 
notwendigen Hilfssatz: Ist 

a^h-i- a,Ä*+ fljfe'-f- ■ ■ ■ + ö,Ä" = 9j(Ä} 
eine ganze Funktion n*™ Grades von k ohne konstantes Glied, 
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ao kann man za jeder gegebenen beliebig kleinen, absoluten 
Größe Xf, eine absolate Grdße ij^ bestimmen derart, daß 

genommen wird. In der Tat hat man, wenn {A{ = ij and |a | — a 
f3r p^l, 3, ..., » gesetzt wird, sobald a die größte oder eine der 
größten unter den n Größen er,, «g, a^, ..., a, bedeutet, 

IvC*) ^ «('? + ««■'!*+ «»')'+ h «,1?" 

^«iv + v' + v' + '-' + n") 

<a{'! + V + ^* + ---)-r^-- 
Setzt man in diesen letzten Bruch für tj den Wert 

(18) '''<^. 

ein, so wird aus dieser Ungleichung die Beziehung entstehen 

\<p(Vo)\<x,, 
wie behauptet war. 

Man kann daher, wenn in der ganzen Funktion <p{h) die KoefS- 
zienten a und das Argument h reell sind, den Wert von <p(h) durch 
die Ungleichung 

- «0 < y W <-\-^ (~vo<^<+vo) 

eingrenzen, wobei die reelle Größe x^ beliebig klein gegeben, und rjg 
durch Xg vermittelst (18) bestimmt ist. 

Daraus kann man folgenden weiteren Schluß ziehen. Sind in 
der ganzen Funktion 

«0+ o,Ä + (i,A'+ OgÄ^H 1- a^h' — ■il}{h) 

h und die a reell, und ist Og von Null verschieden, dann 
kann man eine Größe ij„ so bestimmen, daß für alle |i)|<iJo 
das Vorzeichen von ^{h) mit dem von a^ übereinstimmt. Dazu 
reicht es aus, x^ < | a^, | zu nehmen. 

§ 37. Yeretebt man unter dem Symbole 

sgn M den Wert +1,0,— 1, 
je nachdem ti eine reelle positive, verschwindende oder negative Größe 
ist, so wird für die Funktion ^ des vorigen Paragraphen 

sgD i^Qi) — sga a„, wenn — iJo < ä < + % 
ist.') 



1) „Bgn a" apiich „si^nm a". Das Symbol „Bga", als Abkürzung des 
Wortes Sigmun = Zeichen, ist von L. Kionecker eingeführt und verwertet 
worden (Berl. Ber. 1864, 8. 619). 
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Wir wenden dieae Eigebnisse aaf die Oleicliaag 

».. +>)-»,. ) _ ^(^^j ^ ^„(^^j i + • ■ ■ + f<-'(«.) '^' 

an, in der x^ ein Wert des Argumentes x iet, für den f{x^) nicht 
verschwindet; wir erkennen dann, daÖ für die Vorzeichen die Rela- 
tionen 

8gn [/"K + A) - /■(*o)] - sg" (AAV) 
gelten, wenn A innerhalb eines gewissen InterraUes (— »Jo» ■■! +'Jo} 
angenommen wird. 

Ist f{x^ positiv, dann ist bei A>0 auch f(.Xo+h)'> f(x^ und 
bei 7* < anch f(x^+h) < f(x^); d. h. Argument and Funktion ändern 
sich in gleichem Sinne, oder, wie wir sagen, gleichsinnig. 

Ist f{x^) negativ, dann ist bei A>0 umgekehrt /^(«o+^)< A^o)j 
und bei A<0 umgekehrt /'(aTo + Ä) > /"(x^); d. h. Argument und Funk- 
tion ändern sich hier in ungleichem Sinne, oder, wie wir sagen, nn- 
gleichBinnig. 

% 38. Wir behandeln einige Beispiele: 

I. Sei 

y — ax' + 2bx + c («>0); 

es folgt 

y — 2(03: -f-J). 

y' wird also negativ auf der Halbgeraden von — oo bis und 

positiv auf der Halbgeraden von — - bis -|- co; denn inneriialb 

( — oo, - . ., — I ist ax -^h negativ, und innerhalb ( ,...,+ ooj 

ist ax -f- & positiv. Im ersten Intervalle fäUt demnach die Kurve, 
wenn man sie in der Richtong von linke nach rechts darchläoft; im 
zweiten steigt sie. Bemerkenswert ist das Verhalten der Kurve im 
Funkte, der zu x ~ — — gehört; von da ans steigt sie nach beiden 
Seiten. Für diesen Punkt ist y •^ 0, das SteigungsmaB der Tangente 
also 0, d- h. die Tangente verläuft horizontal. 

U, Wir betrachten zweitens die Funktion dritten Grades 
y^x^-i-3x + l, 
bei der sich für die Ableitung 

!,'-3(«' + l) 
ergibt, y' bleibt für alle reellen Werte von x positiv; folglich wächst y 
überall mit zunehmendem Argumente. 
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III. Ein diitteB Beispiel sei durch 

y — a;'— 3a;+ 1 
gegeben. Die Ableitung der Funktion wird 

y'_ 3a:'- 3 - 3(1+ l)(a:- l). 

Für jeden Punkt x zwischen — oo und — 1 sind beide Klammem der 
rechten Seite negativ, ihr Produkt ist also positiv; für jeden Punkt x 
zwischen — 1 und + 1 ist die erste Klammer positiv, dagegen die 
zweite negativ, ihr Produkt also negativ; 'für jedes a; > 1 werden 
beide Klammem und daher ihr Produkt positiv. Daraus erreicht man 
die Resultate 
zwischen a: — — co und x 1 steigt die Kurve y — a;' — 3a:+l 

bei wachsendem x, 
zwischen a; — — 1 und a: — + 1 fällt die Kurve y = a;' — 3a:+l 

bei wachsendem x, 
zwischen a;— +1 und a; = + oo steigt die Kurve y — x^ — ^x + 1 

bei wachsendem x. 
FOr die Grenzpunkte dieser drei Intervalle bestimmen wir die zi^e- 
hörigen Knrvenpunkte und finden 

(l/j|)-(-00/-<X.), (-1/+3), (+1/-1), (+0O/+0C). 

Im zweiten Intervalle geht das Steigen der Kurve in Abnehmen, 
im dritten aus Abnehmen in Steigen über; bei den beiden mittleren 
verlaufen die zugehörigen Tangenten horizontal. Diese Resultate geben 
wohl bereits eine klare Anschauung vom Verlaufe der Funktion sowie 
von deren geometrischem Bilde. 

§ S9. Die beiden Beispiele I und III des vorigen Paragraphen 
haben es uns nahe gelegt, die Punkte zu untersuchen, in denen die 
Ableitung verschwindet. Dazu führen 
wir folgende Begriffe ein. Ist für das 
Argument a;^ der Wert /{x^) größer 
als aUe Werte fix^ + h) für die Um- 
gebung (x^- %<Xa-i-h <x^+ ijfy) bei 
beliebig kleinem aber endlichen i;^, 
so sagen wir, dafi fi^i,) ein Maxi- 
mum sei; und in ähnhcher Weise 
definieren wir ein Minimum von 
f(x) als einen Wert von f{x), der 
kleiner ist als alle benachbarten einer 
beliebig kleinen endlichen Umgebung. Mazima und Minima fassen 
wir unter einen allgemeineren B^riff als Extrema zusammen. 
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Daß das Anftreten eines Extrems f{Xf,) das Venchwindea Ton f(x^) 
zur Folge hat, ist klar; daß aber umgekelirt das Verschwinden von 
f(Xf,) nicht notwendig ein Extrem f(x^) zur Folge bat, mag zunächst 
ein Beispiel zeigen. 

Es sei Torgel^t die Funktion 

y~f(x)~x'-3x*+3x+ 1; 
dann wird 

»■-rW - 3(x--2a:+l) - 8(x- 1)>, 

also verschwindet die Ableitung fi^x) nur für x— \. Dieser Wert «— 1 
des Ai^mentes liefert aber 

/■(l +Ä) - (1 +Ä)»- 3(1 +A)»+ 3(.1 + A) + 1 
= Ä»+2. 
XiäBt man von A das Intervall (— i^g, . . ., + %) durchlaufen, so wächst 
/■(1 + A) ununterbrochen; e« tritt dabei kein Extrem auf. 

Die ümkebnmg des obigen Satzes über das Auftreten eines Ex- 
trems ist also nicht unbedingt zulässig; denn unter den Stellen, an 
denen f'{x) gleich Nall wird, kann es solche geben, zu denen kein 
Extremum gehört. Die Unterecheidoog der verschiedenen möglichen 
E^e ist nicht schwer. Es sei f'{x^ ~ 0; wenn dann x wachsend 
durch Xg geht, kann viererlei eintreten: 

I. fix) iat vor x^ positiv und nach x^ positiv; dann wächst f[x) 
vor x^ und nach x^\ es tritt kein Extrem ein; 

Ü. f'{x) ist vor x^ positiv und nach x^ negativ; dann wächst f[x) 
vor a^ und nimmt nach x^ ab; es tritt in x^ ein Maximum ein; 

III. fiß) ist vor Xf, D^ativ und nach x^ positiv; dann nimmt 
fix) vor x^ ab und wächst nach a:^; es tritt in x^ ein Minimum ein; 

IV. f{x) ist vor 3^ negativ und nach x^ negativ; dann nimmt 
/■(«) vor x^ und nach x^ ab; es tritt kein Extrem ein. 

Man sieht, daB im ersten Falle fix) bei x^ ein Minimum hat; 
und im vierten Falle bei x^ ein Maximum. In allen vier Fällen ist 
die Tangente in ix^fy^ parallel der X-Achse; im ersten und im vierten 
Falle schneidet die Tangente die Kurve; im zweiten verläuft die Kurve 
unterhalb und im dritten oberhalb der Tangente bei hinreichend klei- 
nen Werten von h. Da nach einem Maximum die Funktion fällt und 
vor einem Maximum steigt, so können zwei Maxima nicht unmittel- 
bar aufeinander folgen; das gleiche gilt fllr zwei Minima; es können 
also nur ungleichartige Extreme unmittelbar aufeinander folgen. 

§ 40. Für die Berechnung der Extreme einer Funktion wählen 
wir noch das folgende, etwas verwickelte Beispiel. Es Bei bei gauz- 
zahligen Exponenten a und ^ die Funktion voigel^t 

/■(*) - y - (« - xYi^ - xf (a<ha>l,ß>\). 
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Nach dem Voraofgehenden muß jedes x, dem ein Extrem zngehört, 
die Gleichung 

rw - »'- (o - x)-'{b - «y-'K« + «» - ("* + c«)] - 

erfüllen. Es können also bei der Aufsnchnng eines Extreme nur 
drei Werte für x, nämlich 

I ccb + ßa 

a^~a; a^ = i; a^j - -^^- 

in Frage kommen. In der Tat macht Xi— a den Faktor {a~x)°~^ 
zu Null, da a > 1 ist, usw. Nnn sieht man, daß die beiden Diffe- 
renzen 

a(b~a) , ß(b - a ) 

^_a = ____, 6_^,„___ 

positiv sind, so daß 

a<Xt<h 

wird, Xg daher zwischen a imd b liegt. Es kann also höchstens ein 
Extrem im Interralle (a, . . ., c) geben. 
Ferner findet man 

folglich wird /"(a^g) + und 

sg^f('^s) = sgn(~l)''. 

Da f(a) — und auch f(h) = ist, während f{xi) + wird, s» 
nimmt f(x) zwischen a und b mindestens einen extremen Wert an, 
und da f(x) nach der eben gemachten Bemerkung höchstens einen sol- 
chen annehmen kann, so tritt im Innern von (a,...,&) wirklich einer 
bei X, and nur dieser eine auf. Ist a gerade, also sgn f(xg} — -{-, dann 
ist dies ein Maximum, bei ungeradem a dagegen ein Minimum. 

Um den Verlauf der Funktion f(x) in der Umgebung des Punktes 
(x/y) •= (o/O) zu untersuchen, bestimmen wir fiir ein kleines posi- 
tives h den Funktionalwert 

f{a - Ä) = Ä"(6 - a + Ä)* 

und erEehen daraus, daß f(x) links von x — a im Positiven verläuft, 
wilhrend aus 

folgt, daß bei geradem a anch rechts von x = a die Fnnktion f(x) 
positiv ist, also bei x — a ein Minimum hat, und daß bei ungeradem a 
rechts von x = a die Funktion f{x') negativ ist, also bei a; ^ a kein 
Extrem hat, aondem durch NuU geht. 
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Ffir x — h bestimmen wir, um den Verlauf der Funktion in der 
Umgebung von (6/0) zu studieren, 

f(h - Ä) _ (- iy{h ~a- hy¥, 

f{b + h)~(-inb-a-\^h)''{~hy. 

f(b) ist dann und nur dann ein Extrem, wenn beide Werte gleiches 
Vorzeichen haben, ä. h. wenn ß gerade ist; für ein gerades a ist dies 




Extrem ein Minimum, für ein ungerades u ein Maximum. Bei un- 
geradem ß geht die Funktion durch N^uU. 

Somit hat man in geometrischer Daretellung beistehende vier 
Bilder ftlr unsere Funktion 



Drittes Kapitel. 

Elementareigenschaften ganzer Fanktionen einer 
Variablen. 

§ 41. Jede ganze Funktion n**° Grades der Variablen z kann auf 
die Form gebracht werden (vgl. § 17) 

(1) y - f(x) = a^x" + a,af-'-\- a^x^- ^+ . . . + a„_^x' + a,; 

in ihr treten (n + 1) Konstanten auf, «(,, a^, Oj, . . ., a„_i, o„, und 
diese kSnnen dazu benutzt werden, (n + 1) an die Funktion gestellte 
Forderungen zu befriedigen. Die Natur dieser Forderungen darf ver- 
schiedenartig sein; besonders einfach gestalten sich die Verhältnisse, 
wenn vorgeschrieben wird, daß für die (« + 1) untereinander verschie- 
denen willkürliehen Werte 
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des Argamentee x die Fnnbtion y •- f(x) die (« + 1) voi^eachriebenen 
gleichen oder ungleicilen Werte 



annehme. Das hierdurch gestellte Problem wird durch die Lagrange- 
Bche Interpolationsformel^) 



y-f{x) = y^ 



(I-I,)(«-I,)(I-«i)-' 


<I-Ij 


<».-«,)(«. -I,)(«.-«,) ■ 


■(«.-».) 


(« -»i)(«-«i) («-«.) ■ 


■(»!-«.) 


<«,-!,) (1,-1,) (»,-!,). 


■(».-«J 


^^~x,)^^-^)^^-x.•|■ 


•('-«J 


(«,-«.) (%-»!)(«,-».)• 


■ (z, -:cj 



4. 4. „ (» — a^)(a'-ig .)-- -(a' — a^,- ,) 

gelöst. In der Tat, setzen wir x — Xf^ so verachwinden alle Summan- 
den der rechten Seite mit Ausnahme des ersten, der den Wert j/„ an- 
nimmt; und ähnlich weiter. 

Die Formel (3) kann noch kompendiöser geschrieben werden. 
Wir setzen für das Produkt 

{x — x^) (x — Xj)(x-Xt)---(X — x,_^) {x -xj = ip (x), 
dann wird die Ableitung dieser Funktion nach § 33, Formel (12) 
(p'(x) = {x-x^){x~x^) ■■■{x-x„)-^ {x~x„){x-x,) ■ • ■ (ic-a;,) 

-I- 

+ (^ — «^o)(«-^i) ■ ■ ■ (a^ - 3;„_i); 
also folgt 

tp'{xa) - {x^- x;){x^— X,) ■ ■ ■ («0 — *J' 
<p\x,) - (a:, - x;)(x^ - a^s) ■ ■ ■ {«, - x^, 



Dadurch geht (2) über in die Form 

Ij, - f{x) _ y W [y, j.-(^ZTrj + y, ,,-(..)(i_^) 
(3) 



+ «<-.■. 



(!,)(« -I,)^ 



■] = f^')llwx^--^v 



1) Lagrange, JonrD. Ecole-polytech., cah. 8 (1812), Oeuvres 7, p. 285. — 
Eine andere Ldeung des Probleme liefert die Newtonache Interpolationaformel, 
Fmc. phil. nat. 17S3, liber m, lemma 8. 
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§ 42, Die Formeln (2) oder (3) liefern «ine Lösung der ge- 
Btellten Aufgabe; aber es fragt eich, ob dies die eiszige ist, oder ob 
nocli eine andere ganze Funktion «*™ Grades g{x) die gestellten Be- 
dingungen befriedigt; mit anderen Worten, ob die Differenz zweier 
ganzen Funktionen n*™ Grades 

l,(x)-f(x)-g(x) 
fQr (n + 1) Werte des Argumentes 

X = «0» x^, ^t, •■■>*» (*.+ Xp) 

yerschwinden kann, ohne identisch gleich KuU zu werden. Gesetzt, 
man hätte 

t (*) — c, «" + c,a^~^+ c,ar""'+ ■ ■ ■ + c,_,a: + c,, 
worin nicht alle c gleich Null sind, so wlre der Annahme nach 
Hx^)-0, Ä(a:.)-0, ifc(3:,)-0, . . ., *{a^,) - 0. 

Daraus folgt zunächst, wegen der ersten dieser (» + 1) Gleichungen, 
daß man schreiben kann 

h{x) - k{x) - k{x^) =- C(,(a^- V) + Ci(a^-'- V"') + ■■■ '^n-i(^~^o) 
- («-*o)tci,(ir"-'+ a^«"-'+ ■ ■ ■ + V"')+ • ■ ■ + c.-.(a:+a:o) 
+ c„.,] = (x-x,).h,{x), 
wobei der Äbkarznng halber die ganze Funktion (n — !)*•" Grades 
von X, die in die rechtsseitige Entwicklung eingebt, 

(^a;"-'+(Ci+Coa:o)^"*+Cc,+ Ci3:o + CoV)3^"'H 

+ (c--! + c,-i^H 1- <^V0 — *iC*) 

gesetzt ist. Weiter gilt demnach wegen k{xj) — die Gleichung 

k(xi) -- = (», — x„)Ki'h)> 
und da (a^i — «o) + ist, so muß die Funktion (n — !)'•■' Grades 

Ä.(a:,)=0 
werden. 

Dieselben Schlüsse zeigen daher, daß ^{x) den Faktor (3; — «,) 
besitzt, 80 daS gesetzt werden kann 

h{z) ~{X- Xo)(x - Xj)hj (x), 
wobei hfix) eine ganze Funktion des x ron der Gestalt 

bedeutet. Fährt mau in gleicher Weise fort, so gelangt man auf die 
Darstellung 

(4) h{x) — c^{x — Ti,)(x — Xj) ■ ■ ■ (x — a;,_i). 
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Hier soll oim auch für den letzten noch ausstehendea Wert x^ des 
Äi^^umentee x 

werden. Da die einzelnen Elammei^^rößen von Null Terschieden sind, 
und da ein Produkt nur verechwindet, wenn einer seiner Faktoren 
Null ist, so muß c^ •= 0, also wegen (4) k(x) identisch Null sein. 

So sehen wir: Zwei ganze Funktionen «*" Qradee einer 
Variablen, deren Werte für (« + 1) untereinander verschie- 
dene Ärgnmentwerte übereinstimmen, sind einander iden- 
tisch gleich. Gleichzeitig ergibt sich: Eine ganze Funktion «*™ 
Grades einer unbekannten kann höchstens für n Werte der- 
selben Terschwinden, falls sie nicht identisch Null ist; ver- 
schwindet sie für die Werte a^, x^, x^, ..., x^ von x, so kann 
die Funktion in die Normalform 

e^ix — Xi)(x — Xi){x — Xg)---(x — x^ 
gebracht werden. 

§ 43. Die Addition und die Subtraktion zweier ganzer Funk- 
tionen einer Variablen 

I f(x) = «0 + 0,1 + a^x* -i + a^sf", 

I ip{x) — ag+ tiiX + a^X^+ ■ ■ ■ + a^xf' 
vollzieht sich in der Form 

fix) ± <p{x) " («0 ± s) + (a, ± a,)x + (oj ± <Kt)x' + ■ . ■. 
Ist n '^v, so gibt die größere der beiden Gradzahlen n und v den 
Grad der Summe oder der Differenz an; ist n=-v, so kann dieser Grad 
kleiner als n oder v werden. Dies tritt z. B. ein bei a„ ± a„ = 0. 

Die Multiplikation f ■ qi wird nach der Regel Ober die Produkt- 
bildung zweier Summen vollzogen. Man hat 

f(x) ■9'(a;)-"Oo*^o+S«i* + «o<'i^*+ao«j^H 

+ «i«(,a: + a^K^x'+ OiOja^-l- a,ce^x*+ • ■ ■ 
+ a^aax'+ 0,0,3:'+ a,a,a:^ + ö,«jfl::'+ ■ ■ ■ 



(5) 



oder nach steigenden Potenzen von x geordnet 

Der Grad des Produktes ist demnach gleich der Samme der Grade 



der Faktoren. 
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Während die Sammen- sowie die Produttbildung bei ganzen Funk- 
tionen stets in dem Bereiche ganzer Funktionen ausführbar ist, findet 
dies bei der Quotientenbildung nicht mehr allgemein statt, d. h. wenn 
f(x) und 9>(x) beliebige ganze Funktionen sind, so gibt es im allge- 
meinen keine ganze Funktion q{x) Ton x, die die Gleichung 

f(x)^q>{x)-q(x) 

be&iedigte. Dagegen kann man stets auf eine und auch nur auf eine 
Weise eine ganze Funktion 

»•(*) - »-o-f r,x -h r,a;' -(-■■■ -I- r,_,j;-» 
derart bestimmen, daß (unter Weglassung der Argumentoogabe in den 
folgenden Formeln) der Quotient 

V 

eine ganze EWktipn q(x) wird; daß man also hat 

(6) f^^.q + r. 

Um dies nachzuweisen, nehmen wir zunächst n ^ v und bilden eine 
Funktion /*, gemäß der GFleichung 

dann ist f^ höchstens vom Grade (n — 1); wir bezeichnen diesen Grad 
mit m und setzen 

Dann bilden wir eine Funktion ^(x) gemäß der Gleichung 

dessen Grad in x gleich oder kleiner als (n ~ 2) wird. So fahren 
wir fort, bis wir zu einer Funktion 

kommen, deren Grad < v ist, während der von f noch ^ v war. Die 
Summe der entsprechenden Gleichungen 

f. iXz:+K^ ^-+:'f- , ^ + ^^^_ 

beweist den ausgesprochenen, in (6) formulierten Satz, wenn man den 
Zähler des Braches — «,} und L+i==r setzt. 

Ist femer » < v, so braucht man nur q = <t^-<^y zu nehmen 
und kommt dann auf den eben besprochenen Fall zurück. 
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Die Daratellung (6) ist nur auf eine Art möglich. Denn ans der 
Annahme des Bestehens einer Gleichung 

/■= 9) ■ 3 + n = ^ ■ g-, + rj («i + s) 

würde folgen 

wohei die Klammer nicht identisch verechwindet, g, also mindestens 
ein von Null verschiedenes Ghed, etwa 

hx' {k ^ 0) 

. besitzt Dann ist wegen (5), § 43 die linke Seite der letzten Glei- 
chung vom Grade v-{-x, daher von höherem als ip, d. h. ^ v, die rechte 
hingegen höchstens vom Grade (v — 2); was ni(^t angeht. 

In (6) heißt q der Quotient und r der Rest der Division von 
f dnrch 9, Ist r = 0, dann heißt y ein Teiler von /) und f wird 
ein Vielfaches von y. 

% 44. Es seien nun zwei ganze Funktionen, f vom Grade n und 
/■j vom Grade «1, gegeben, und dabei »^«i- Dann läßt sich das 
Euklidsche Verfahren (vgl. Grundlehren I, I, 8. 53) für die Auf- 
suchung des größten gemeinsamen Teilers zweier ganzen Zahlen un- 
rerändert auf unsere beiden Funktionen übertragen. Wir bilden näm- 
lich durch Division nach dem Verfahren des vorigen Paragraphen 

wobei q^ und /*, zwei ganze Funktionen von x sind, und der Grad n, 
des Restes bei der Division von f durch /", sich kleiner als «1 ausweist. 
In gleicher Weise gelangt man von f^ und f^ durch Divisiop zu 

f.-ij.+f., 

wo der Grad n, von f^ kleiner als n^ ist, also 

wird. Geht man so weiter, dann muß wegen der Verminderung der 
Grade das Verfahren nach einer endlichen Anzahl von Operationen 
abbrechen^ und so kommt man zu dem Schema 

/•-?.•/■,+/■>, 
f,-9,-f,+f„ 
f.-i.-f.+f., 



m 



f,-,-<lr-f,- 
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Die letzte der Oleichatigen (7), in der f^ aucli eine Konstante sein 
kann, zeigt, daß f^_^ ein Tielfaches tob f^ ist; die Torletzte zeigt 
dann, da beide Summanden der rechten Seite /). als Faktor haben, 
daB also ^_, ein Yielfacbes von /^ ist, nsf., bis schließlich folgt, daß 
fi und f Vielfiushe Toa f^ sind. Es gelten daher die beiden Qlei- 
obnngen 

(8) f-Qf, imd A-Q.f,. 
ff iet also ein gemeinsamer Teiler tod f und f^ . 

Die vorletzte der Gleichungen (7) gibt 

/•,--/;-■•«,-+/;-.;! 

diese geht durch die drittletzte der Gleichungen (7) über in 

fr--(-fr-,-<!r-, + fr-,)-Sr-, + fr-, 

oder kürzer geschrieben in 

diese durch die TOrhergebende aus (7) in eine Gleichung von der Form 

usf., bis man zu der Schlußgleichung 

(9) f,-o-f, + irf 

gelangt. Ihr zufolge teÜt der größte gemeinsame Teiler Ton f und f^ 
auch /j.; wegen (8) ist daher f^ der größte gemeinsame Teiler 
Ton f und f,. Die Gleichung (9) zeigt: der größte gemeinsame 
Teiler zweier ganzer Funktionen ist als lineare, homogene 
Funktion derselben darstellbar. Sind insbesondere /" und ^^ teiler- 
fremd zueinander, dann wird f^ eine von Null verschiedene Konstante. 
Dividiert man mit dieser in beide Seiten von (9), so entsteht die Re- 
lation 
(9a) 1 - G/j -l- Hf, 

worin G und S ganze Funktionen von x sind, die nicht ganzzahlige 
Koeffizienten zu haben brauchen. 

Die Funktionen G nnd H sind durch (9) nur bis auf Vielfache 
von f, bzw. von f^ bestimmt, da auch für eine beliebige ganze Funk- 
tion B von X 

ißt. Um zu einer eindeutigen Darstellung von ^ durch f und /", za 
gelangen, ver&bren wir so: Wir dividieren S durch f^ und benennen 



1} Ea brmoht kaum bemerkt zu irerdeu, daß (?', H' nicht die Abieitnogen 
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den Quotienten B, dann wird (JET— f^K) hdehstens vom Grade («i — 1). 
DaniüB folgt, daß/;— (ff-ZlB)/" höchstens vom Grade {« + «,— 1), 
also nach (6) (O + fS) höchstens vom Grade (»—1) ist. Demnach 
kann man in (9) die Funktionen H und G so wählen, daß 
ihre Grade die Werte (m — 1) bzw. («,— 1) nicht fibersteigen, 
und dies ist nar auf eine Art möglich. 

§ 45. Wir wollen fiir das Besprochene zwei Beispiele geben. 

L Es sei 
f{x) = iK*—x'^+3x*—x + 6, fi(x)^x*—Sx''+ 8a:*— 9a; + 9. 
Daför wird 

2i- 1 , f%i^) = 2a;»- 5x*+ 8x - 3, 

1 1 . , . 11 , 11 , 38 

Daher wird ^ oder, um die Koe^zienten ganzzahlig za machen, nach (9) 

der größte gemeinsame Teiler von f und f^ . Dieser Teiler ist 

a;«_ 2a: + 3 j^ f(x) + -^ f^{xy 

und es wird dabei 

f(x) = («'- 2x + 3)(3^+ a; -f 2), ^,(a:) = (a^- 2x + d){x'~x + 3). 
H. Es seien zweitens die Funktionen vorgelegt 
f{x)~x'+l, f,{x) = x' + 2x + 5; 
wir erhalten für- sie 

q, = x~2, f^{x) = x + 7, 

qj=x-5, /,(a;) = 38, 

(- a; + 5) (3:*+ 1) + («»- Tx + ll)(a;*+ 2a; + 3) = 38. 

Demnach sind unsere Funktionen f und f^ teilerfremd. Nimmt man 

hier z. B. J2 ^^ 1, so folgt, daß auch 

(x*+x + 8)(a;'+ 1) + (- a;»+ x'- 7x + 10)(a;»+ 2a; + 3) = 38. 

§ 46. Dem größten gemeinsamen Teiler f^ der bei<l^n Funktionen 
f und /i tritt zur Seite ihr kleinstes gemeinsames Vielfache g. 
Aus dem Begriffe folgt, daß man setzen kann 



Dig.tz.do.'GoOt^lc 



54 Drittes Kapitel. Elementareiffenachaflen ganzer Funktionen einer Variablen 

worin fff und g^ zwei ganze Funktionen von x ohne gemeinsamen 
Teiler aind. Da nach (8) 



■o folgt 




f- 
9- 


Qf,- 9,- Q,fr9„ 


und da 


« md ft 


80wie ^, 


und g^ teilerfremd sind, 






9,-Q 


, 9,-Q, 






9-f 


«. = ^ft&-^4, 






9 


■fr-f-k. 



d. b. das Produkt ans dem größten gemeinsamen Teiler and 
dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen zweier Funktionen 
ist gleich dem Produkte dieser beiden Funktionen selbst. 

So ist für das erste Beispiel des vorigen Paragraphen das kleinste 
gemeinsame Vielfache von f und /", 

_3^_2a^+7«*-73:»-l-16a:»-9a: + 18; 
und fQr das zweite Beispiel des gleichen Par^raphen 

^ = (a:»+ l)(a;*+2ic + 3)-a:>+2a:*+3a:»-l-a;»+2a;+3: 
% 47. Wenn f und f^ teilerfremd sind, kann man (9) in die Form 
bringen 
(9a) n,-f+Mf,~\, 

worin H und Bj ganze Funktionen höchstens vom Grade {n — 1) 
bzw. («x~ 1) ^^ i"! allgemeinen gebrochenen Koeffizienten sind. Da- 
bei ergibt sich aus (9a) durch Division mit f-fi 
1 ff , :^ 

und wenn k eine ganze Funktion bedeutet, deren Giad < (» -|- n,) ist, 
durch Multiplikation mit dieser Funktion k in die letzte Gleichung 

ffi^ f "^ A 
Setzt man null, indem man Hh durch f sowie ff,& durch /i dividiert, 

m=Q-f+K, H,k--Qrfi + ^i, 
wo K und X, ganze Funktionen von geringerem als dem n"" bzw. 
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dem n^**" Ctrade sein sollen, so folgt die Umgestaltnng der obigen 
Gleichung in die Form 

Vi- Vi f.f^ f f^ 

Diese Gleichung kann nur bestehen, wenn die ganze Funktion Q ■{■ Q^ 
NnU ist; das erkennt man, wenn man beide Seiten der letzten Glei- 
chung mit f- f^ multipliziert rnid den Grad der rechten Seite mit dem 
der linken vergleicht. Die linke hat, falls Q + Q^-^O isi, zum Grade 
mindestens (n + «,), während die rechten höchstens (m -|- «i — 1) hat. 
Somit folgt 

(") ra-f + f^ 

und hierdurch haben wir den Bruch auf der linken Seite in eine 
Summe einfacherer, sogenannter Fartialbrüche zerl^^. Durch Fort- 
setzong dieses Verfahrens kommt man zu der Zerlegung 

1 = 1 

wenn kein gemeinsamer Teiler für irgend zwei f^ besteht, und wenn 

der Grad tou h geringer ist als der von ///i- 

Es wird bald gezeigt werden (§ 50), daß jede ganze Funk- 
tion F(x) sich, abgesehen von konstanten Faktoren, auf eine und nur 
auf eine Weise in ein Produkt unzerlegbarer Faktoren 

F-f,-f,----f;i 

zerfällt werden kann, wo die x,, x,, . . ., x positive ganze Zahlen 
sind. Hat die ganze Funktion G{x) einen geringeren Grad als F, 
dann zeigen die vorstehenden Entwicklungen, daß die Darstellung 



(") 






möglich ist, wobei auf der rechten Seite der Grad jedes Zählers kleiner 
bleibt als der des entsprechenden Nenners. Gleichzeitig kann man 
annehmen, daß Gix) zu F(x) teilerlremd sei, da man dies ja dnrch 
Heben des Bruches stets erreichen kann. 

Ist anch nur einer der Exponenten x größer als 1, so ist eine 
noch weitere Vereinfachung des zugehörigen Bruches möglich. Wir 
lassen der bequemeren Schreibweise halber die unteren Indizes und 



Dig.tz.do.GoOt^lc 



Dritte» Kalkül. EhntttOarei^mschaflen ganter FumttidNem einer Variablen 



die Argumente fort nnd bilden durch fortgesetzte Divieionen TOn g, g', 
3"< 3 "j ■ ■ ■ durch f die Gleichnngareihe 

9~l'f-\-9', <i'-a"f+9", i'—i"f-^9"', ■•■, 

Bo daß 

9-9' + if'f+ 9"'n + ■ ■ ■ + jt"-^ 'T; 

hier werden die Grade aller g', g", ^", . . . kleiner als der Grad von 
f, und man erlült 

In dem besonderen Falle, daß f eine lineare Funktion Ton x wird, 
treten g', ^', g"', ... als Eonstanten auf. So kommt man zu der 
Formel für die Partialbruchzerlegong, in der die c^^ Eonstanten be- 
deaten 



1(0! -«)'(« -6)1»... («-«.)" (*- 



(12a) V , \r , ^\^ (ß-f*+-). 



Wir werden bald beweisen, daß eine derartige Zerlegung nur auf eine 
Art möglich ist, Tgl. § 55. 

Als Beispiel behandeln wir den Bruch 

G^) ar' + ax'-f 3a! + 6 
F(«)" (ic'-|-l)(a:-l)' 

Man findet bei der Bestimmung des größten gemeinsamen Teilers der 
Faktoren im Nenner, nämlich (ar' + l) und [x—'Vf, 

a(x«-2a!-M) -{a:-2}{a;> + l) = 2, 
also 

jx \{3^ - 8) _!_ 

x«4-i (x-1)' (a:*-hl)(a:-l)" 
und daraus 
ja:(J^' + 2a;'+S3; + 6) _ ^(x- 2)(a;' + ix'+ 83; + 6 



(iC-1)' {»:'+l)(x-l)' ' 
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setzt man a; — 7 — — G + (z — 1), so kommt man auf das Scbluß- 
reaultat in der Form 

g'+Bx'+8x+6 _ i x — i , __e I_ 

(x'-^l){x~l)' x' + l '^{x-D' x-l' 

Im Bereiclie der komplexen Größen ist der erste Bruch rechts nocli 
weiter zerlegbar; man bat für ihn 

x'+i^ x-i ■»■«+*■ 

% 48. Es aei f{x) eine ganze ganzzahlige Fnnktion »*=" Orades 
der Variablen x. Gibt es auBer konstanten Großen keine Funktion 
von geringerem Grade als dem w'™ mit ganzzahligen Koeffizienten, 
die f(x) teilt, dann heißt f(x) irreduktibel; gibt es eine solche, 
dann heißt f{x) rednktibel; doch soll die Teilbarkeit durch eine 
ganze Zahl die Reduktibilität nicht zur Folge haben, die teilende 
Funktion boU also mindestens den Grad 1 besitzen. 

Ist eine Funktion /"(a:) des Grades m — 2x oder n = 2x+l rednk- 
tibel, so hat sie auch einen Teiler, dessen Grad den Wert x nicht 
übertrifft. Will man nun diese Fnnktion f{x) auf ihre Reduktibilität 
hin untersuchen, so reicht es aus nachzusehen, ob sie einen Teiler 
eines Grades ^ x bat. Hat die Funktion f keinen solchen, so ist f{x) 
irreduktibel. Gesetzt aber, sie habe einen solchen g{x), bO daß 

f{,)-,(x) ■!,(,:) 

wird, wo g(x) nnd h(x) ganzzahlige Koeffizienten haben, dann wird 
für jeden ganzzahligen Wert x^ Ton x der Zahlenwert g{x„) ein Teiler 
des Zahlenwertes f(x^. Da wir die sämtlichen Teiler der bekannten 
ganzen Zahl f(x^ durch eine endliche Anzahl von Versuchen bestimmen 
können, so haben wir unter diesen Teilern anch g{xi,) zu suchen, d, h. 
für den Wert g(x^ steht nur eine endliche Zahl von Möglidikeiten 
zur Wahl. 

Genau das gleiche findet mit den willkürlieben, nur untereinander 
nnd von x^ verschiedenen ganzzahligen Ai^amentwerten Xj,Xi,...,x^ 
Ton X statt, da ja gix^) ein Teiler von f{x^ ist (« = 1,2, ..,,«). 

Wir haben also für die möglicherweise vorhandene Funktion g(x) 
eine endliche Anzahl von Wertesystemen g(Xf,), g{x^, . . ., g{x^ far 
die beliebigen Argumente x,^, x^, x^, . . .,x^. Nach der Lagrange- 
schen Interpolationsformel kann man fQr ' jedes dieser Wertsjsteme 
eine Funktion herstellen 

ff.(^),?i («)>?»(«). ■■■■ 
Ist ein Teiler g{x) von f{x) vorhanden, so kommt er sicher unter 
diesen Funktionen vor. Man braucht also nur der Reibe nach die 
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Dirieion von f{x) durch die Funktionen g^, ^,, . . - der obigen B«ilie 
TOrziinelimeD, nm eine Entscheidung über die ßeduktibilität oder die 
Irrednktibilität von f{x) herbeizuführen. 

Als Beispiel behandeln wir die ganze Funktion vierten Qr&des 

f{x) — 2a*-12x''+ l^x'—Sx + l ("^2). 

£8 bt daffir, wenn x^ = 0, Xj=l, x, — 2 genommen wird, 

«0)-l, «l)-2, rt2)--3. 
Hier stellt sich die Zerlegung besonders einfach, da man mit Prim- 
zahlen zu tun hat. Man erhält nämlich nnr je vier Faktoren der Werte 
von /"(l) und f(2), und nur zwei Faktoren Ton /"(O) 

9{<i)-±h ff(l) = ±l-±2, ?(2)-±l,±3. 

Das ergibt 32 Wertkombinationen; da wir aber statt -|- g(a!} ebenso- 
gut — (?(ic) als Teiler von f(x) auffassen kennen, so dürfen wir 
^(0) — — 1 annehmen, und es bleiben nur 16 Kombinationen zu be- 
handeln. Nach der Interpolationsformel TOn Lagrange ist 

Six)-g(0)(+^x---lx + l) + 3m(-^ + lx)+gi2)(-^x'-{x)- 

Danach ergibt sich folgende Tabelle 



»m- 


}(S)_ 


»W- 


im- 


jW- 


»«- 


+ 1 


+ 1 


-x'+ix-l 


+ 1 


+ 3 


2^-1 


+ 1 


-1 


-2i' + 4i-l 


+ 1 


-3 


- 3i' + 5i - 1 


-1 


+ 1 


+ i"- x-1 


-1 


+ 3 


2i>-2i-l 


-1 


-l 


-«•+31-1 


-1 


-3 


-!■+ x-1 


+ 2 


+ 1 


-2i' + 5i-l 


+ 2 


+ 3 


-i'+4a:-l 


+ 2 


-1 


-Sx-i-ex-l 


+ 2 


-3 


-4x'+lx~ 1 


-2 


+ 1 


+ 2jr>-3a;~l 


-2 


+ 3 


3i'-4a:- 1 


-2 


-1 


i'-2ä;-l 


-2 


-3 


— x—1 



und jetzt bleibt uns nur noch übrig nachzusehen, oh eine der Funk- 
tionen g(x) in f{x) aufgeht. 

Statt aber die 16 Divisionen durchzuführen, wendet man bequemer 
die eben befolgte Methode noch für einen neuen Argnmentwert an. 

Es sei X 2, also f(- 2) = 221 — 17 ■ 13. Da die 16 Wert« Ton 

^(—2) der Reihe nach gleich 



- n, 5, 



11. 



-19, -25, 13, 7, -5, -23, 11, 
-13^ -31, +19, -1-1 
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sind, und da der Quotient /"(— 2) ; j?(— 2) eine ganze Zahl sein muß, 
BO kommen nur noch vier Formen iu Betracht, nämlich 

— 2x* + 4x—l, 2a;ä— 33;— 1, —x^^ix—l, ~x~l, 

und man findet durch DiTision, dafl die zweite und die vierte Funktion 
aasscheiden, und daß 

f{x)=- 2x^-123:^+ 19x*-Sx+l~'i2x^-Ax+l)ix'-Ax+l) 
ist; zugleich folgt, daß die beiden quadratischen Faktoren der rechten 
Seite unzerlegbar sind. 

% 49. Als zweites Beispiel fQr die Irreduktibilitätsverbältnisee 
antersuchen wir die Zerlegung einer Funktion 

f{x) ^a^+ a,s^-^ + 0^3^-^+ ■•■ + a^_jx + a^, 
in der alle Koeffizienten a^, a^, . . ., a^_i, % ganze Zahlen und durch 
eine und dieselbe Primzahl p teilbar sein sollen. 
Angenommen, es sei die ganzzahlige Funktion 

g{x)''X"'+ b^3f-^ + h^3f-*-{ 4-i„_iX + b^ (m^Jc-l) 

ein Teiler von f(x), und der Quotient f{x):g(x) gleich der ganzzahligen 
Funktion 

h{x) = 3:"+ Cj3r''"'i- c,ar""*H + c„_j3; + c, {m + n = l(), 

80 muß h^-c,=-a^ durch j» teilbar sein. Wir untersuchen, ob einer 
der beiden Faktoren h^ und c„, etwa h^, teilerfremd zu p sein kann. 
Aus fc„c„= a^ folgt, daß dann jj ein Teiler von c^ ist; aus 

folgt weiter, daß c„_, durch p teilbar ist; aus 

daß auch c„_^ es ist, usf., bis zu 

WO die h, deren Indizes negativ werden, gleich Null zu setzen sind. 
Aus dieser Gleichung würde aber folgen, daß h^ durch p teilbar ist, 
was der Annahme widerspricht. 

Die Annahme, daß c„ teilerfremd zu p sei, führt auf gleiche Weise 
zu einem Widerspruch. Also kann g{x) nur dann f{x) teilen, wenn c, 
ond h^ gleichzeitig durch j) teilbar sind; a^ hat daher p' zum Faktor. 
Daraus folgt: 

Sind alle Koeffizienten a^, Oj, . . ., a,. von 

fix) = a^ + a^a^-' -1- 0^3:*-'+ ■ ■ ■ + a^ 
durch die Primzahl p teilbar, und ist insbesondere a„ durch 



Dl3,tz.dO.GoO»^IC 



60 Drittes Kapitä. EleiMntareigemehafteH ganzer Fwiktionm «iner Variabkn 

keine höhere Potenz von p teilbar als dnrch die erste, dann 
ist fix) irreduktibel. 

Dieser wichtige Satz, an den eich manche Erweiterungen knüpfen 
lassen, heißt nach Eieenstein (Joum. f. Math. 39, S. 166), wiewohl 
ihn Schoenemann seinem Wesen nach znerst gefanden and veröffent- 
licht hat (Jonm. f. Math. 32, S. 100, und 40, S. 188). 

§ 60. Ist die ganze ganzzahlige Fnnktion /^(x) reduktibel, so gibt 
es der Definition gemäß eine Zerlegung von f{x) in zwei Faktoren, 
die selbst ganz und ganzzahlig sind, 

««)-<((»)■*(»)■ 

Für jeden der beiden Faktoren g und h gilt dann wieder der Satz, 
daß er irreduktibel oder in Faktoren zerlegbar ist. Kach den Fest- 
setzungen aus § 42 ist der Grad jedes Faktors kleiner als der der 
zerlegten Funktion, aber größer als Nall. Folglich muß die Zer- 
legung nach einer endlichen Anzahl von Operationen beendet sein. 
Jede ganze ganzzahlige Funktion einer Veränderlichen ist 
entweder irreduktibel oder in eine endliche Anzahl irreduk- 
tibler Faktoren zerlegbar. 

Sind zwei ganze Funktionen ({x) und g{x) gegeben, so können 
drei Fälle eintreten: entweder ist die eine ein Teiler der anderen, oder 
beide haben einen gemeinsamen Teiler niedereren Grades, oder sie sind 
zaeinander teiler&emd. Ist die eiae der beiden Funktionen irreduk- 
tibel, dann fäUt die zweite Möglichkeit fort, d, h. eine irreduktible 
Funktion ist entweder Teiler einer anderen oder teilerfremd 
zu ihr. 

Die irreduktible Fnnktion f{x) möge zur Funktion g{x) teiler- 
fremd sein, aber das Produkt g{x)-li{x) teilen. Infolge der ersten An- 
nahme kann man nach (9 a), § 44 zwei ganze Funktionen P{x) und 
Qix) bestimmen, för die die Gleichung gilt 

i'«/-W + «W<,(i)-i, 

so daß also 

{F{x)h{x))f(x) + Q{x){^{x)Ux)) = h{x) 

wird. Infolge der zweiten Annahme ist die linke Seite der letzten 
Gleichung, also auch die rechte, d. h. hix) durch f(x} teilbar. Teilt 
eine irreduktible Funktion das Produkt zweier (also auch 
mehrerer) ganzen Funktionen, so teilt sie mindestens eine 
von ihnen. 

Daraus folgt sofort: Jede ganze Funktion einer Variablen 
ist, abgesehen von konstanten Zablenfaktoren, nur auf eine 
Art als Produkt irreduktibler Faktoren darstellbar. Denn 
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hätte man zwei Zerlegnngen der ganzen Funktion Fix) in irredok- 
tjble Funktionen 

F(x) - g(x) ■ h{x) .1(1) a(i) • *, W ■ \(x) ■ ■ ; 

80 müßte ?](«) eine der Funktionen g{x), h(x), h{x}, . . . teilen, etwa 
ffix), und da g{x) auch irreduktibel ist, so mOßte 

g{x) - cg^ix) 
sein, wo c eine Eonstante bedeutet. Setzt man diesen Wert von g(x) 
in die Gleichung für F{x) ein und dividiert durch g(x), so entsteht 
die Relation 

ch(x) ■ i{x) ■ ■ ■ = \{x)i(x) ■ ■ ■ 

An diese Gleichung knüpfen wir dieselben Betrachtungen und 
finden ebenso, daß et^a 

h(x)-e,\{x) 
ist und daraus 

CC,k{x)----K(x)--. 

usf. Bis auf konstante Zahlenfaktoren stimmen also beide Zerlegungen 
von F(x) miteinander überein. 

9 51. Für die Zerlegung einer ganzen ganzzahligen Funktion 
haben wir gefordert, daß ein etwa vorhandener Teiler ganz und ganz- 
zahlig sei. Wir können aber die Forderung auch dahin gehen lassen, 
daß der Teiler als Koeffizienten zwar noch rationale, aber nicht not- 
wendig ganze Zahlen habe. Dann ist es denkbar, daß bei dieser all- 
gemeineren Forderung rationaler KoefSzienten der Teiler einer Funk- 
tion zerlegbar ist, die bei der engeren Forderung ganzzahliger 
Koeffizienten der Teiler unzerlegbar bleibt. Wir werden aber jetzt 
zeigen, daß dieser Fall nicht eintreten kann, d. b. wenn die ganze 
ganzzahlige Funktion f(x') in zwei Faktoren g(x') und h(x) 
mit rationalen gebrochenen Koeffizienten zerlegbar ist 

fti) -«(«)*(»), 

dann ist f{x) auch in zwei Faktoren mit rationalen ganzen 
Koeffizienten zerlegbar. 

Dieser Satz stammt von C. Fr. G a n 6 (Disqnis. arithm. § 42, 
Werke I, p. 34). 

Um seine Richtigkeit nachzuweisen, zeigen wir zunächst: Wenn 
in den beiden Funktionen 

six)- '' + "'\"''-+ ^, Kx)- ''- + ''"\''-'-+- 

die Konstanten T, A; e^, c^, e,, . . .; dg, d^, d^, . . . ganze Zahlen sind, 
wenn femer die c unter eich und auch die d unter sich keinen ge- 
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mein&amert Teiler haben, dann hat das Proilukt </ - h zum kleinsten 
gememBsmeu Nenner dae Produkt f - A. Denn es sei p' die höehste 
in r imd p^ die höchste in A aU Faktor vorkommende Potenz der 
beliebigen Primzahl p; femer seien c^, c^, c^, . . ., c^_^ sowohl wie 
^ot <^t *^) ■ ■ ■, ^ß-\ durch p teilbar, de^egen weder c„ noch dg, dann 
wird der EoeMzient von a:"+'* in g-h, nämlich 

+ c„_,6(^+, + c„_,d^^.,+ ■ ■ ■] : (rA) 

im Zähler keine Potenz von p als Faktor enthalten, da c^dß dnrch p 
nicht teilbar ist, während alle folgenden Snmmanden in der eckigen 
Klammer dnrch p teilbar sind. Folglich tritt p'"*^ in den Nenner 
von g ■ h. Das gleiche gilt von jeder in f oder in A auftretenden 
Primzahl, und somit ist dieser erste Teil des Beweises geliefert. 

Setzen wir weiter mit ganzzahligco Koeffizienten der Zähler und 
ganzzahligen V, A 

und ist hier der größte gemeinsame Teiler k der Cg, C^, C,, ... teiler- 
fremd zu T, und l, der von D^, D^, J),, . . ., teilerfremd zu A, dann 
nehmen wir }: und l aus den Koeffizienten heraas und setzen 

G(x) = k-g(x), H(x) = l-h{x). 

g{x) und 'h{x) sind hier Funktionen, wie wir sie zu Anfang dieses 
Par^p^phen behandelt haben. 
Wenn nun das Produkt 

a{x)H(x)-kl-g{x)Kx) 

ganzzahlig wird, so folgt nach dem soeben bewiesenen, auf g{x), h(x) 
bezüglichen Satze, daß kl durch T, A teilbar ist. Nach unseren Fest^ 
Setzungen sind k und l teilerfremd zu F bzw. zu A, also wird 

Ä — e ■ A, z — ff- r, 

wobei p und ff ganze Zahlen bedeuten. Sonach kann man setzen 

0(x)-'-^r{x), E(x)-^,(x), 

wobei y und ^ ganze ganzzahlige Funktionen von x bedeuten. 

Ist also eine gauze ganzzahlige Funktion f(x) in zwei Faktoren 
mit rationalen gebrochenen Koeffizienten zerlegbar 

f(x)-G(x)-S{x), 
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80 ist auch die Darstelltmg vorhanden 

f(x) - <,. ■ ,(x)-^(x), 

d. h. fix) ist auch in ganzzahlige Faktoren zerlegbar. Damit ist der 
Gaußsche Satz bewiesen. 

% 53. Wir haben in den vorhergehenden Paragraphen mehr&ch 
mit der Zerlegung und mit den Teilern ganzer Fnnktionen einer Ver- 
änderlichen zu tun gehabt, ohne aber bisher auf die prinzipiellen Er- 
Srterungen dea Teilerbegriffes einzugehen. Das soll jetzt geschehen. 
Wir knfipfen dabei an Sätze ans der Zahlentheorie an. Wenn wir 
sagen: „5 ist eine Primzahl", so heißt das: „5 ist nicht als Produkt 
zweier ganzen Zahlen des natürlichen Zahlenbereiches 1,2,3,4,... 
darstellbar" (natürlich abgesehen von dem hier und im folgenden stets 
auszQBchlieSenden Falle, daß einer der Faktoren gleich der positiven 
oder gleich der negativen Einheit wird). Dt^gen zeigen die Gleichungen 

5 - (2 + y-i)(i - y^T) - (1 + 2)/- "i){i - -iv^) , 

dafi die 5 im Bereiche der ganzen komplexen Zahlen {a-\-hy — l) 
zerlegbar ist. Andererseits ist z, B. die Zahl 7 in beiden Bereichen, 
dem der natürlichen ganzen und dem der komplexen ganzen Zahlen, 
unzerlegbar. Aus diesen Beispielen ersieht man: Es muß vor allem 
bestimmt werden, was als rational angesehen werden eoll. Alles dies 
wird in dem sogenannten Rationalitätsbereiche zusammengefaßt. 
Ähnlich bei ganzen Funktionen. Handelt es sich um die Zer- 
legung der ganzen Funktion f{x), so ist zunächst festzustellen, welche 
Arten von Größen als Koeffizienten der Faktoren auftreten dürfen; 
denn davon Imngt wesentlich die Zerlegungsmöglichkeit ab. So ist 
z. B. 3?—Z unzerlegbar, wenn nur Faktoren mit rationalen Koeffi- 
zienten zugelassen werden; gestattet man das Auftreten von beliebigen 
reellen Größen, dann ist die Zerlegui^ derselben Funktion 

möglich; a?-\-Z bleibt auch hier irreduktibel, wird aber zerlegbar, 
wenn wir beliebige komplexe Koeffizienten zulassen, da dann die Zer- 
legung gilt 

x*^Z = {x + yZi){x-VZi) {i'V^). 

Unter einem Bationalitätsbereiche oder einem Körper ver- 
stehen wir eine Gesamtheit von Größen, die so beschafi'en ist, daß die 
Summe, die Difierenz, das Produkt und der Quotient irgend zweier 
dieser Größen auch unter ihnen vorkommt; ausgenommen sind nur die 
Quotienten, deren Divisor die Null ist. Wir wollen von dem, nur 
dnrcb die Null allein gebildeten Körper abseben, also annehmen, daß 
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ein Körper mindesteiiB eine von Terschiedene Größe enthält. Divi- 
diert man diese durch sich selbst, so folgt die Existenz der Einheit 
in dem Körper, und da aus ihr durch die vier gestatteten Operationen 
der Addition, der Subtraktion, der Multiplikation und der Division jede 
rationale, positive oder negative Größe sich herleiten läßt, ao umfaßt 
jeder Körper die Gesamtheit aller rationalen Zahlen. Umgekehrt bilden 
alle rationalen Zahlen einen Körper. Dieeer ist demnach der kleinste 
Überhaapt vorbandeoe; er heißt der absolute Körper; er werde 
durch £(1) oder K bezeichnet. 

WeDQ alle Größen eines Korpers K^ m einem anderen Körper JT, 
vorkommen, dann nennen wir Ki einen Teiler von K^ und umgekehrt 
Ä", ein Vielfaches von Zj. Der absolute Körper ist ein Teiler jedes 
Körpers. 

Fügt man den Größen eines Körpers K eine neue Größe a> hinzu, 
so entsteht ein neuer allgemeiner Körper K{to). Man sagt, o sei dem 
Körper K adjnngiert oder K(ia) sei darch Adjungierung von 
(0 zn K en.tstanden. In gleicher Weise kann man dem Körper 
K(a) eine nene Größe s>, adjungieren; es entsteht dann der Körper 
K{(o,i!>^)-, usf. Der allgemeinste Körper besteht ans allen reellen und 
komplexen, rationalen und irrationalen Zahlen; wir nennen ihn den 
Totalkörper. Er umschließt jeden Körper als Teiler. 

Die Notwendigkeit der Einführung solcher Begriffe haben be- 
reits N. H. Abel (Oeuvres I, p. 479, und II, p. 220) und E. Galois 
(Oeuvres p. 34) gefühlt; ihre Präzisierung und konsequente Verwen- 
dung verdankt man El. Dedekind (in Dirichlet: Vorlesung Ober 
Zablentheorie, 4. Aufl. 1894, S. 452) und L. Kronecker (Journ. f. 
Math., Bd. 92, S. 3; 1882; Werke II, S. 248). 

§ 53. Ist eine beliebige ganze Funktion f{x) vorgelegt, so ist 
der kleinste Körper K^, dem alte Koeffizienten von f angehören, mit 
f zugleich gegeben. Wir Si^en, die Funktion f{x) gehört zum 
Körper K^; und jede Betrachtung, die an f(x) anknüpft, muß einrai 
Körper zugrunde legen, der K^ als Teiler besitzt; denn nur in einem 
solchen finden sich die Koeffizienten des gegebenen /'(a:) als bekannte 
Größen. Es sei nun K^ ein derartiger Körper, dann heißt f(x) im 
Körper K^ rednktibel, wenn f als Produkt zweier ganzen Funk- 
tionen g(x) ■ h(x) darstellbar ist, deren Koefäzieuten sämtlich in K^ 
enthalten sind. 

Beschränkt man sich anf den Körper, der aus sämtlichen reellen 
Zahlen oder Größen gebildet wird, eo ist in ihm jede ganze Funktion 
einer Veränderlichen in lineare und quadratische Faktoren zerlegbar; 
das wird später gezeigt werden. 

Wir haben uns bei der Aufeuchung des größten gemeinsamen 
Teilers auf den Fall beschi^nkt, daß die Koeffizienten der vorgelegten 
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Funktionen dem Körper K{1) der rationalen Zahlen angehören. Diese 
Einachränkung können wir aber jetzt fallen lassen und einen willkür- 
lielien Körper zugrunde legen. Auf ihn laesen sich alle oben gemach- 
ten Schlußfolgerungen ungeändert übertragen, da sie sich nur auf die 
Verwendung der vier einfachsten Operationen stützen, und man er- 
kennt, daß die dort erlangten Resultate auch hier Gültigkeit besitzen. 
Als Beispiel suchen wir in dem Körper ^(1, i), d. h. in der Ge- 
samtheit der Zahlen (a -|- bi), worin a und b relle rationale Zahlen 
bedeuten, den größten gemeinsamen Teiler der beiden ganzen Funk- 
tionen 

f{x) — x*+4x'+ ix + 2 und f^(x) = ai* + tx^ — tx ~ 1. 

Wir behalten die früheren Bezeichnungen bei (§ 44) und finden durch 
fortgesetzte Divisionen 

q,(x) - 1, fg{x) ix^+ 4:x*+2ix + 3, 

3,(a:) - ix + 3, f,{x) ~ - 10(a;> + ix -{- 1), 

q,(x)=^iix-3), /l(*)-0. 

Also ist 

der gesuchte größte gemeinsame Teiler von f{x) und f^(x) in dem 
Körper K(l,i). 

% 54. Wir wollen noch einige Sätze ableiten, die sich auf das Ver- 
hältnis eines beliebigen reellen Körpers K zu dem, durch die Adjungie- 
rung von i — ]/— 1 erweiterten Körper K({) bezieben. Es gelten fol- 
gende Theoreme: 

I. Ist die zu K{t) gehörige ganze Funktion F(x) -{-iG(x), in 
der F und G- zu K gehören, durch eine zu K gehörige ganze 
Funktion ^{x) teilbar, so werden ^"(3;) und G{x) einzeln durch 
9(w) teilbar. In der Tat folgt aus der Annahme der Teilbarkeit die 
Gleichung 

J?(l) + iG(i) -»(»)[/■(;») + . >{«)]; 
also ist 

F(x) ^ q>{x) ■ fix) ond G(x)~<pix)-g(x). . 

n. Ist die zu Z" gehörige Funktion F{x) durch die zu E(t) 
gehörige Funktion (f(x)+ig{x)) teilbar, wo f{x) und g{x) zu 
K gehören, dann ist F(x) auch durch (f(,x) — ig{x)) teilbar. 
Aus der Voraussetzung folgt 

^W - r«i) + •'!;(«)] • KW + ift«]. 

K«tta: A]g»bri 6 
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Wir setzen nun im Bationalitätsbereiclie K oder im Körper K 

f(x)-t(x)-ipix), g{x)~tix).t(x); 

wo t{x) der größte gemeinHame Teiler von f(x) and g{x) in K aein 
BoU, und t^(x') der von fi(x) mid gi(z). Diuin gilt die Gleichung 

F(x) = ((3;)^(Ä:)[(y(n;)y,(ii:) - ^i(«)iC(3:)) + i(,p {x)i>^lx) + v,Ca:)i/'(x))]i 

demnach ist der Faktor von i gleich Nnll, d, h. 

und da 9>(:c) und ii(x) ebenso wie <Pi(x) und ^i(ir) keine gemein- 
samen Teiler haben, so ist 

Es wird folglich 

j ±j'(i)-<(»)i,(»)[»w + ;♦(«)][?.(«) -;*(«)] 

und das beweist die Uichtigkeii der Behauptong. 

Insbesondere folgt für t(x) — 1, daß (f> — f, ^ — gf ist und 

,„ , r±-FW-i,(»=)-[/-W+?W'']-[/W-JW*] 
^'"^ 1 -«.WB-W + sWl. 

IIL Haben die Funktionen f{x) und fii'(x) des vorigen 
Satzes keinen gemeinsamen Teiler, dann ist zugleich mit 
(f(x)±ig(x)) auch das Produkt 

[fix) ± ig(x)] Ifix) :f ig(x)] = f{xy + g(_xy 

ein Teiler von F(x). — Ist in diesem Falle [f{x) + ig(x}]'' ein 
Teiler von F{x), so ist es auch die Potenz 

[fW + K«)"]'- 

Denn zunächst hat F wegen der Teilbarkeit durch [/" + ig] nach (13a) 
auch den Faktor |/*+<^]; also ist der Quotient 

-^1 ^*) =■ JW+gW 

eine ganze, durch [/"+ ij]''"^ teilbare Funktion. Für sie gilt, wenn 
^>1 ist, das gleiche; also ist Fi(x) durch [/(«)*+ il(ic)*] teilbar, 
femer F(x) durch [/"(a;)'-!- (^(a;)']', usf. 

§ 55. Wir sind jetzt imstande, eine (oben § 46) noch offen 
gelassene Frage zu beantworten. F(x) und G(x) seien zwei teüer- 
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&emde FtmtctioDeD von x, und F von höherem Grade ala G; ferner 
sei F zerlegbar 

Fix)-f(x)-f,(x), 

und zwar Bo, daß f teilerfremd zu f^ ist. Dann haben wir gesehen, 
(§ 46), daß eine Zerfällnng 

^ •' i?«" CW "^ /;«"" 

besteht, bei der die Zähler auf der rechten Seite Ton geringerem 
6rBde sind ahi die entsprechenden Nenner. Gesetzt nun, es gäbe eine 
zweite derartige Zerfällnng des Qnotienten G : F, 

SW _ iW ^ AM 



Fix) rti) ^ fM • 

-0. 






aleo f(x) ein Teiler der rechten Seite der letzten Oleichnng sein. Da 
fix) teilerfremd zu fi(x) ist, BO müßte K(x) — L(x) ein Multiplnm 
TOD f werden; diese Differenz ist von geringerem G^rade als f. So- 
nach muß der Faktor Ton f verschwinden, also 

K{x) s L{x) und ebenso -ffi(a;) = L^{x) 

sein, d. h. die Zerlegung (14) in Partialbrüche ist nur auf eine Art 
möglich. 

Falls einer der Nenner f{x), f^{x) in teilerfremde Faktoren zer- 
spalten werden kann, lassen sich auf den zugehörigen Bruch die glei- 
chen Schlüsse anwenden, and so folgt die Eindeutigkeit der Zer- 
legung (14). 

Es bleibt noch die Eindeutigkeit der Zerlegung 

oder, was auf dasselbe hinausläuft, die von 

zu beweisen übrig. Hierin haben g', g", g", . ■ . Örade, die geringer 
sind als der von f\ und g hat einen Grad, der geringer ist als der 
von f. Ist noch eine zweite solche Darstellung möglich, etwa 

9 = y'+r"-f+ Y"'-f+ ■ ■ ■ +y^''^-f'-\ 

so erhält man die Identität 

■f-9-m'- r") + (}"- r'V+ • ■ • 1 
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aus der man entnimmt, daB y — g' durch f teilbar ist. Da f von 
höherem Grade ist als jene Differenz, so mnB / = g', und da f von 
Null verschieden ist, auch 

(s'-n + feT' -/")/■+ 

sein. Hieraus folgt ebenso y" — g" usw., und der gewünschte Beweis 
ist geliefert. 

§ 56. Enthält die ganze Funktion f(x) die a*', aber keine höhere 
Potenz der irreduktiblen Funktion P{x) als Faktor, so ist 

m - f w- ew, 

worin P und Q teilerfremd zueinander sind. Nach § 33 wird die 
erste Ableitung von f{x) 

rW - Plx)—l^F(x)Q(^) + P(i)«-W]. 
Die eckige Klammer ist nicht mehr durch P teilbar; denn sonst 
müßte P'- ^ es seia; das ist aber unmöglich, da P, Q teilerfremd 
sind, und P auch die Funktion P', die von niederem Grade ist als 
P, nicht teilen kanu. Folglich ist f'(x) durch die (a — 1)**, aber durch 
keine höhere Potenz von P teilbar. Die Schlüsse gelten auch für 
a = 1; dann ist f\x) nicht mehr durch P teilbar; für a = gelten 
die Schlüsse nicht mehr. 

Der hergeleitete Satz läßt sich in folgender Form umkehren: 
Haben f und f eineo gemeinsamen irreduktibeln Faktor P, und teilt 
genau die (a — 1)** Potenz von P die Ableitung /", so ist genau die 
k" Potenz von P ein Teiler von f. Denn ist P-' die höchste Po- 
tenz von P, die /"teilt, so Pi*~^ die höchste, die f teilt; und nach der 
Voraussetzung ist es die (« — X)^. Also ß — l =- a — 1, i. h. ß =-a. 

Aus den ai^estellten Betrachtungen ergibt sich: I. Sind P, Q, R, 
. . ., S die verschiedenen irreduktiblen Faktoren von f, und 
gilt die Zerlegung 

so ist 

fix) = p{xY-'Qixy-'-- ■ s(xy~'- T{x), 

wo T zu P, Q, B, ..., S teilerfremd ist. 

IL Sind P, Q, Sf . . ., S die verschiedeneu gemeinsamen 
irreduktiblen Faktoren von f und /", und ist 

/■' w - p(i)-' «(»/-' ■ . • sw'-' . n»), 
fix) - p(i)-e(«y ■ ■ ■ s(xy- u{x), 

wo !7 teilerfremd z« [P(i) ■ Q{x) ■ ■ ■ S{x)] wird. 
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in. Der größte gemeinBame Teiler Ton 

/■W-PW«(a=)'BW-.-S(i)' 
aud f'{x) ist 

W= P{x)—'Qixy-^B(xy-^-- ■ S(ar)*-S 
null es wird 

fp = P{x)Qix)Bix)..-S{x). 
Vf. Ist 

f'(x) - (a; - ic,)« (x-x,y---{x- x.Y, 

wo %, a:,, . - -, »r untereinander rerechieden Bein sollen, dann 
ist der größte gemeinsame Teiler der Fnnktion f and ihrer 
Ableitung f gleich 

T{x) - (» - «,)—(» - «.y^'- ■ ■ (* - «,)'-', 

BO daß der Qnotient 

nur einfache lineare Faktoren besitzt. 



Viertes Kapitel. 

Gleichimgeii. 

% 57. TJnter einer G-leichnng verstehen wir die Gleichaetznng 
zweier mathematischen Ausdrücke. Bei willldirlicher Gleicbsetzni^ kann 
man dabei natürlich auf Unrichtigkeiten stoßen, 

2.3=7 oder a-f 1 = — 1. 
Trifft man im Laufe einer Üntersnchnng auf solche widerspruchsvolle 
Gleichung, so ist das ein Zeichen dafür, daß man entweder von fal- 
schen Voranesetznngen ausgegangen war oder falsche Schlüsse ge- 
macht hat. 

Das fo^;ende Beispiel mSge diese Verhältnisse erUntem, Es ist 

■^T' 8" -^T' T-^T' T "^ T' ■ "' 
also die Summe der linken Seiten größer als die der rechten, daher 
der Ausdruck 

eine wesentlich positive Größe. Wenn man ander^^eits jp dadurch 
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nmfonnt, dafi man die zweite runde Klammer additiv und Bubtraktir 
auf der rechten Seite hinzufügt, so kommt maa auf die Form 



und wenn man dann den Faktor 2 Ton der zweiten Klammer in deren 
einzelne Summanden mnltipliziert, so ergibt sich 

''-('+T + T + T + I + T + --) 

-{i + l + l + -^ + l + l+-)-o. 

Also müßte p zugleich Null und größer als Null sein. Dieser Wider- 
epmcli lehrt, daß auf Summen von unendlich vielen Summanden die 
gewöhnlichen K«clmang8operatiouen nicht so ohne weiteres angewendet 
werden dürfen. 

In ähnlicher Art können auch bei Systemen von mehreren Glei- 
chungen Widersprüche auftreten. So z. B. ist das System zweier 
Gleic^oDgeu 

o + fe-l, a'+2ab + h'-4 

ein unverträgliches, wie die Quadrierung der ersten Gleichung zeigt. 
% 58. Identische Gleichungen sind solche, deren beide Seiten 
identisch einander gleich, oder anch verschiedene Formen derselben 
Größe sind. Kommen in ihnen unbestimmte Größen vor, so müssen 
beide Seiten dieselben Werte ergeben, welche Zahlenwerte jenen un- 
bestimmten Größen such beigel^ werden. Solche sind z. B. 
3-3; 1 + 1 = 2; a(b + c) -- ab + ac; (x + yy= x' + 2xp -i- y*. 

Wenn eine nicht identische Gleichung eine oder mehrere Unbestimmte 
enthält, dann wird für willkürliche Werte derselben im allgenieinen 
die Gleichung nicht ereilt sein, d. h. die Werte der beiden Seiten 
werden verschieden ausfallen. Nun kann man die Forderung auf- 
stellen, aUe Unbestimmten der Gleichung so zu bestimmen, daß die 
Gleichung befriedigt wird, d. h. daß die Wert« der beiden Seiten über- 
einstimmen. So ist die Gleichung mit der Unbestimmten x 

nicht identisch; denn sie wird z. B. durch den Wert a; = nicht be- 
friedigt; sie enthält, wie wir annehmen, die Fordenmg, alle Zahlen 
anzugeben, deren Quadrat um 6 geringer ist als das Fünffache der 
Zahl. Die Forderung wird durch x~2 und a; = 3 befriedigt und nur 
durch diese beiden Werte. — Bei dem Systeme 
x-\- y -=5; x-y ^^Q 
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wird nach zwei Zahlen gefragt, deren Summe 5 und deren Produkt 
6 ist. Dieae Forderung erfüllen die beiden Systeme 

a: = 2, y — 3 und x~Z, y=2. 

Solche Gleichungen nennen wir BeBtimmnngagleichungen; 
die UnbeBtimmten, deren Werte gesucht werden, heißen unbekannte 
und diese Werte selbst die Wurzeln der Gleichung oder des Ölei- 
chnngssyetems. Die Bezeichnung „Wurzel" ist eine Erweiterung der 
ursprünglich für die LöBnng der binomlBchen Gleichungen x*=a 
benutzten: XF=Ya. Eine Wurzel der Gleichung {(x) — wollen wir 
auch als Wurzelpunkt der Funktion f{x) bezeichnen, in Anlehnuug 
an die geometrische Veranschanlichuug. 

% 59, Eine Gleichung kann dadnroh auf eine veränderte Form 
gebracht werden, ohne daß ihr Inhalt dabei beeinflußt würde, daß 
man auf beiden Seiten dieselben Größen addiert oder subtrahiert, mit 
derselben, von Null verschiedenen Konstanten multipliziert oder divi- 
diert. Durch ItfultiphkatioD oder Division mit einer Funktion der 
Unbekannten, durch Potenzieren oder Radizieren beider Gleichungs- 
seiten mit dem gleichen Exponenten kann dagegen der Inhalt der 
Gleichung g^ndert werden. So fordert 

von der Unbekannten x nicht das gleiche wie die Gleichungen 

{x + \){x*- 5a; + 6) - oder wie ^'~^'' + ° - 0; 

so bat femer die Gleichung 

a; — 2 = 6 die eine Wurzel x = l, 
dagegen hat 

{x — 2)'=- 5* die beiden Wurzeln x = 1 und a: — — 3. 

Man kann jede Gleichung mit beliebig vielen Variablen oder Un- 
bekannten 

fp{x,y,g,---)-f{x,y,z,---) 

durch beiderseitige Subtraktion von ^ auf die Gestalt 

(1) /■(.,!,, »,-..)-0 

bringen; man sagt^ die Gleichung sei auf Xnll reduziert. 

§ 60. Eine solche auf Null reduzierte Gleichung (1) heißt al- 
gebraisch oder transzendent, je nachdem /'eine algebraische oder 
«ine transzendente Funktion der in ihr vorkommenden Unbekannten 
ist Dabei ist za bemerken, daß (1) tranmendent wird, wenn f eine 
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transzendente Funktion sacli nar toü einer einzigen eii^^henden Un- 
bekannten X, oder y, oder g, . . . ist. So sind 

a'—a — O, x*—t^'-0, arsiny — 1— 

auf Null reduzierte transzendente Gleichungen. 

Die einfachste Geetalt einer auf Null reduzierten algebraieehen 
GHeichung ist die, daß eine ganze Funktion in ihrer Normalform gleich 
Kall gesetzt wird; die allgemeinste ^e, daß man eine Badikalfunktion 
gleich Null setzt. Man kann aber durch passende Umformung stets 
die zweite Form in die erste überfilhren. Daa wollen wir fQr den 
Fall einer Unbekannten zeigen. Der allgemeine Fall wird ganz ebenso 
behandelt. 

Bei der Bildung einer jeden Radikalfunktion geht man von einer 
rationalen Funktion der Unbekannten x ans. Das Gebiet des Ratio- 
nalen verläßt man durch ein erstmaliges Radizieren. Die dadurch er- 
langte Wurzel, etwa die »,** aus x heifie Xy Nun bildet man weiter 
eine rationale Funktion aus x und x,, die also zu dem Körper E{x, x,) 
gehört. Das so festgelegte Gebiet wird durch eine zweite Radizie- 
rung erweitert; die dadurch eingeführte neue Wurzel sei 

wobei die Funktion 9;, nicht notwendig beide Größen x und x^ ex- 
plizit enthält. Weiter bildet man eine rationale Funktion von x, Xj, x^, 
usf., bis man zu einer rationalen Funktion von x,x^,x^,Xi,...,x kommt: 

(2) <p^{x, X,,-- x^) - 6. + 6.x, + 6,4+.-. - 
dabei ist 

(3) V~''°P"3(«-«i>---a:p_]) 

eine rationale Funktion der Alimente x, x^, x^, . . ., x ■^. Mit Hilfe 
von (3) kann man Zähler und Nenner von qo auf den Grad (« — 1) 
in X reduzieren, indem 



gesetzt wird. Wir suchen jetzt zwei Funktiooen A und B so zu be- 
stimmen, daß das Produkt aus A in den Zähler von fp , und das aus 
B in den Nenner des 9 von dem Radikal x frei werden. Statt die 
Gleichung 9>„ =- 0, als Gleichung fDr x aufgefaßt, zu lösen, behandeln 
wir die von x freie Form 



A-tpf 



-0, 



deren Wurzeln ja auch die von 9)0 = einschlieBeo. 
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Eb reicht aas, dies für Ä and für » — 5 durchzuführen. Wir setzen 
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mit leicht erkennbarem Bildangsgesetz, und zeigen, daß dag Produkt 

(4) [a^ + o,arp + a^x^' + a^x^' + a^a;/] ■ Ä 

von z frei dargestellt werden kann. Wir führen die Mtiltlplikation (4) 
80 durch, daß jedes Element der ersten Zeile der DeterminEuite mit 
der eckigen Klammer in (4) multipliziert wird. Nachdem dies ge- 
Bchehen ist, subtrahieren wir von den Elementen der neuen ersten 
Zeile die zweite mit a: * multiplizierte, die dritte mit a; ' multiplizierte, 
die vierte mit x^ multiplizierte und die fünfte mit a: ' multiplizierte. 
Dadurch i 

«iVp-i Oi^e-i «iVp-i «iVj-i 



(ao + a^x^ + --- + a^x*)Ä'' 



«j 









also ein von x freier Ausdruck, der durch Umstellung der Zeilen auf 
die durchsichtige Form 



«0 



gebracht werden kann. 

Hat man in ähnlicher Weise B bestimmt, so setzt man an Stelle 
der Gleichung <p.= nun die erweiterte 

in der x nicht mehr vorkommt Aus ihr kann in derselben Weise 
*o_i entfernt werden, usf., bis man auf eine rationale Funktion von 
X geführt wird, deren Zähler dann gleich Null werden muß. Die „Ra- 
dikalgleichongen" bieten demnach nichts wesentlich Nenes g^^uQber 
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den algebraiBchen Oleichnngen, in denen eine ganze Funktion der Un- 
bekannten gleich Null gesetzt wird. 

Als Beispiel nehmen wir die Radikalgleichang 

V^ + VW-6-0. 
Man erhält in diesem Falle 

Xj — Yx; qoi — e + x, + V; 



1-6 X \=x*+29x-216^{x-8)(x + 27), 



so daß x = 8 und x = — 27 die Wurzeln der vorgelegten Badikal- 
gleichung sind, oder vielmehr, daß ihre Wurzeln sich unter den Wer- 
ten 8 und — 27 finden müssen. 

% 61. Hiemach bietet die Klasaiäzierung der ganzen Funktionen 
ein naturgemäßes Einteilungsprinzip fär die algebraischen Gleichungen 

giXj,Xi,--;X„)-0, 

und wir unterscheiden diese Gleichungen zuerst nach der Anzahl der 
in ihnen vorkommenden Unbekannten. Demnach sind die einfachsten 
Gleichungen die mit einer Unbekannten. Diese lassen sidi wieder 
nach dem Grade einteilen, in welchem die Unbekannte ihrer höchsten 
Potenz nach in die Normalform der gleich Null gesetzten ganzen 
Funktion eingeht. So sind 

aQ+ OiX — 0, 0^+ a^x + a^x*^ 0, ao + a,a; + a,a:* + a,a;* — 0, , . . 

die allgemeinsten Formen der Gleichungen ersten, zweiten, dritten, . . . 
Grades unter der Annahme, daß der Koeffizient der jedesmal auftre- 
tenden höchsten Potenz der Unbekannten von Null verschieden ist. 
Die Funktionen auf den linken Seiten nennen wir die Gleichnngs- 
polynome. 

Bei den Gleichungen mit mehreren Unbekannten Hegen die Ver- 
hältnisse nicht so einfach, da bei ihnen die einzelnen Unbekannten 
in verschiedeneu Graden eingehen können, wie z. B. in 

ax + ix' + exyz = 0. 
Hier zeigt es sich als geboten, die nach sämtlichen Unbekannten ge- 
nommene Dimensioneuzahl als Einteilungsprinzip zu benutzen. 

§ 62. Wir haben oben (§ 42) schon gesehen, daß, wenn a;, ejfie 
Wurzel der nicht identisch erfDUten algebraischen Gleichung f(x) = 
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ist, dann das Oleichungspolynom ({x) den Faktor {x — x^ tat; wir 
nennen {x — x^ einen Wurzelfaktor von f{x). Es ist nan 
f(x) = Cg3f + c^af-'^-\-Ct^-*-\ l-c„_,3; + c, 

- (x- a:,)((^af-> + c,V-» + ■ ■ ■ + c;_i) 

= {x-x,)ax). 
BeBitzt fix) — eine zweite, von a:, versdiiedene Wnrzel a^, so folgt 
{Xi — x^)f^{x^ — a, und da der erste Faktor der linken Seite von 
verschieden ist, ^1(3^) — 0, d. h. 3^ ist eine Wurzel von /i(a:) — 0. 
Demnach ist 

A(«) = (^-^)(^o^"*+W-»+---+c;_,) 

~ix~Xt)U{x) 
und daner 

f{x)-(x-x,)(x-t,)f,(x). 

Hat /"(a:) = eine weitere, von x^ und x^ verschiedene Wurzel a^, so 
ergibt sich ebenso 

f(x) - (»-i,)(«-^)(i-»i)f,(»), 

wo das höchst« Glied von (^{se) gleich Coi"~' ist. So geht man weiter 

bis zu 

(5) rta;)-c,(a;-«,)(rt-l,)(i-i,)...(rt-»._,)(«-»J. 

Hieraus folgt, daß eine algebraische Gleichung tt*™ Grades nur 
dann mehr als n untereinander verschiedene Wurzeln haben 
kann, wenn sie identisch befriedigt ist. Denn hätte die Glei- 
chung f{x) — noch eine neue, von den w bisherigen 3^,3;,,.. ., x^ 
verschiedene Wurzel x^, dann folgte 

««.) = c,{x,-xMx,-x,) . . . (x,-x.) - 0; 

da nun alle Differenzen Xg—x^, . . ., x^ — x^ von KuU verschieden sind, 
so muß «i, = 0, also f{x) = sein, 

§ 63. Wir sahen soeben, daß, wenn die Gleichung 

f{x) = c^xr-\- Ci3f-'+ fi,a:"-»+ . - . + c, - 

die Wurzel x ^^ x^ hat, dann das Gleichnngspoljnom in die Form ge- 
bracht werden kann 

f{x) = (x-x,)f,{x). 

Hat auch fjix) =■ dieselbe Wurzel x — x^, dann ist in ähnlicher Weise 

f^{x) - {x-x^)^t{x); also f{x) -= {x~x^*ipj{x). 
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Ist Xi auch eine Wurzel tou ifi{x) •= 0, dann folgt ebenso 

ft.)-(.-i,)V.W 

usf., bis man auf 

kommt, -wo die Gleichung f^ix) -■ nicht weiter ic, als Wurzel hat. 
Wir nennen dann x^ eine «-fache Wurzel oder eine Wurzel von 
der Multiplizität a. 

Aus dem Umstände, daß qo„ vom Qrade (» — oc) ist, bann man 
den Schluß ziehen: Die Summe der Muliiplizitäteu der ver- 
schiedenen Wurzeln einer Gleichung kann den Grad der 
Gleichung nur überschreiten, wenn das Qleiehnngspolynom 
identisch verschwindet 

Der Fundamentalsatz der Algebra, den wir erst später ableiten 
werden, sagt aus, daß die Summe der Mnltiplizitäten der verschiedenen 
Wurzeln stets gleich dem Örade der Gleichung ist, oder daß jede 
Gleichung m"" Grades n Wurzeln besitzt, wenn man jede Wurzel so 
oft zählt, wie ihre Multiplizität es angibt. 

§ 64. Über die Koeffizienten c„, Cj, c,, - . ., c. des Polynoms f(x) 
haben wir keinerlei Voraussetzungen gemacht; sie können also komplex 
sein. Gegenüber der Annahme reeller Koeffizienten bedeutet dies je- 
doch keine Verallgemeinerung. Denn ist etwa die Gleichui^ 

(6) (oo + 6„0^+ (ö, +fti»)«""' + ■ ■ ■ + K + &.«) = ^ + S» - 
TOigelegt, in der die a„ h^, Ä, B reelle Größen bedeuten, so multi- 
pliziere man sie mit 

(7) (oo-6oO^ + («i-^»>""H ■ ■ ■ + («.-&.0 = ^--5'- 
Das Produkt beider Polynome 

Ä' + B* = {a^x'' + ai3f"-^-i----+%y-ir{hoX'' + biaf-^-i---- + b^' 
hat nur reelle Koeffizienten, und die Gleichung (2-k)**° Grades in x 

(8) A'+B* = 

besitzt nnter ihren Wurzeln alle Wurzeln von (6). 

Weiß man also z. B., daß (8) 3n Wurzeln besitzt, so folgt, da 
weder (6) noch (7) mehr als « haben kann, daß (6) auch wirkUch 
» Wurzeln besitzt 

% 65. Hat die Gleichung f{x)=-0 mit reellen Koeffizienten 
die Größe (^-i-qt) als sc-fache Wurzel, dann hat sie auch 
(p — j») als a-fache WurzeL Denn nach § 56 ist 

f(x)~{x-p~qi)-'<p„(x) 
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and nach § 54 ist dann f[x) auch darch {x ~p -}■ g»)" teilbar. Hieraus 
iet zu entnehmen, daß jede Gleichung mit reellen EoeHzienten ent- 
weder keine oder eine gerade Anzahl komplexer Wurzeln hat. Jede 
Gleichung ungeraden Grades mit reellen Koeftizienten hat dagegen eine 
ungerade Anzahl reeller Wurzeln, also mindestens eine. 

% 66. Von dem Satze § 62 wollen wir eine Anwendung machen. 
Es seien zwei ganze Funktionen P{x), Q{x) gegeben, m sei der höhere 
Grad der beiden Funktionen, Wenn daiin der Quotient P(x) : Q(x) 
für (m -f- 1) Werte der Unbestimmten x den gleichen Zahlenwert, etwa c 
annimmt, wo c + sei, 

g^ = c, lur a; = x^t x-,, x^, . . ., x^, 

dann hat die Gleichung 

Pix)-cQ{x) = 
vom Grade m mehr als m Wurzeln, ist also identisch erfüllt, d. h. 
wenn wir 

Q{x) = ha:i:f+ \^-'^-\ \-b„ 

setzen, dann wird 

P{x)-=\caf+biC3r-^-\ |-6„c, 

und der Bruch 

wird identisch befriedigt. 

% 67. Ist eine Gleichung mit m Unbekannten vorgelegt 
(9) j(i,S,,»,...,»)-0, 

so kann man {m — 1} von ihnen feste, willkürliehe Werte geben, z. B. 

y-yo, e — ÜQ, ■■; « = «0 

nnd dann nach der Eintr^ung dieser Werte in (9) 

als Gleichung mit der einen Unbekannten x au^ssen. Dies wird, wenn 
diese Funktion nicht identisch verschwindet, durch eine endliche An- 
zahl von Werten befriedigt, wie der „Fundamentalsatz der Algebra" 
zeigt. Demnach bilden die Lösungen von ^ = eine Mannigfaltigkeit 
Ton (m — 1} Dimensionen, und ^ =■ hebt diese ans der 7»-fachen 
Uannigfaltigkeit der m Unbestimmten x, y, s, . . .,u heraus. 

Schwieriger sind die Verhältnisse zu übersehen, wenn m Glei- 
chungen mit n Unbekannten vorliegen. Man könnte dann so verfahren, 
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daß man eine der Unbekannten, etwa x, aus jedem Paare der vorge- 
legten Gleichongen 

(9a) g^(x,y,0,...,u) = O (/t- 1,2,3,. ..,m) 

durch gescliickte Kombination entfernt, eliminiert Wir werden später 
eine Methode angeben, die diese Kombination dnrchfQbrt nnd das 
Eliminationaresultat liefert. Das angegebene Verfahren mft eine 
Reihe Ton Gleichungen hervor, die aus (9 a) folgen und dabei frei von x 
sind, etwa 
(10a) Ä,(y,^,...,M) = (1- = 1,2,3, ...,m'). 

Mit diesem System verfährt man hinsichtlich einer der noch vorkom- 
menden Unbekannten, etwa y, genau so, wie zuerst mit dem Sy- 
steme der g — 0; man kommt so auf die Gleichungen 

Ä„(ir, ..., w) = (m= 1,2,3,. ..,m") 

usf., bis das Verfahren von selbst ein Ende nimmt. Dabei kann es 
vorkommen, daß bei der Elimination einer Unbekannten mit dieser 
zugleich alle noch vorhandenen anderen Unbekannten w^falleu. Wird 
das Resultat dann nicht identisch gleich \ull, so ist dies ein Zeichen 
daftlr, daß das vorgelegte Gleichungssystem keine Lösungen hat, wie z.B. 

x*+ye = a, (x* + yef + (x' + ye)~b (a* -|- o + b). 

Enthält das Resultat, wie hier, unbestimmte OrÖßen, ohne iden- 
tisch befriedigt zu sein, so liefert es eine notwendige Bedingung fOr 
die Existenz von Wurzeln des GleichungSBystems; im obigen Beispiele 
tritt als Bedingung für die Lösbarkeit auf: 

a*+ a — b. 

Der Abschluß unseres Eliminationsalgorithmus wird also dann 
eintreten, wenn bei der Elimination einer jeden der noch vorhandenen 
Unbekannten aus je zwei der vorhandenen Gleichungen alle Unbekannte 
gleichzeitig verschwinden. Der Abschluß wird femer dann eintreten, 
wenn nur eine einzige Gleichung übrig bleibt, aus der dann natürlich 
nicht weiter eliminiert werden kann. Diese eine Gleichung kann 
mehrere Unbekannte enthalten; tritt dies ein, dann stoßen wir auf 
den im Anfange dieses Paragraphen besprochenen Fall. Mit der Lösung 
dieser Schlußgleichung gehen wir in das vorletzte Eliminationssystem 
von Gleichungen ein und bestimmen in ihm die Wurzelwerte für die 
vorhandenen Unbekannten, und fahren so fort, bis wir zu dem 
System zurückgelangt sind, von dem wir ausgingen. 

Das hier skizzierte Verfehren führt stets zum Ziele. Es leidet 
jedoch an dem TJbelstande, im allgemeinen die Lösungen von (9a) nicht 
ausschließlich zu liefern, sondern neben ihnen eine Anzahl von fremden. 
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Dies erklärt sicli daraus, daß zwar jedes der Systeme (9a}, (10a), . . . 
eine Folge des vorhergehenden ist, aber nicht umgekehrt das frühere 
eine Folge des späteren. Es wird gezeigt werden, daß und wie dieser 
Ühelstand vermieden werden kann. 
Es folge ein Beispiel: 

fft = a^ + xe + y — 1 -^ 0, 

Die Elimination von y erfolgt durch 

*.=!/.-ft = (« + l)(« + l)-0, 
*,sft-j,s2(ri;-«-2)-0, 
*,=*-?. = -(«- l)(' + ä)-Oi 

weiter die von n durch 

|(i-l)i,-»,«.(« + l)(a;-l)-0, 

(«+l)S, + (.-l)ft, = -2(«+l)(«-l)-0, 

K + -^(x+l)h, = (i:+l)(x-i)-0. 

ÄIbo kann x nur = + 1 oder = — 1 sein. Man findet als Wurzeln 
des Systems der drei y die Systeme 

«1 = + !, yi~ + lj «i = — 1 und Xf — — 1, y, — — 3, jB, — — 3. 



Fünftes Kapitel. 

Lineare Gleichungen. 

§ 68, Die Normalform einer Gleichung ersten Grades oder einer 
linearen Gleichung fBr die Unbekannten x ist 

(1) ax + h — 0; 

sie auflösen heißt, die Werte von x bestimmen, die die lineare Ftmk- 
tion {ax + b) zu Null machen. Dabei ist o + vorauszusetzen; denn 
für a — geht ja die Unbekannte x gar nicht in die Gleichung ein, 
und (1) hat für a = b = unendlich viele Wurzeln, nämlich aRe end- 
lichen Werte; ffir a » 0, & ^f d^egen keine. FUr a-^0 ergibt sich 
als einzige Lösung von (1) 

(la) «--!• 
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Die allgemeine Form der linearen Gleichung kann selir TerscMeden 
sein. Wir geben einige Beispiele. 

, 3a: — 6 6a — 1 8j: — 17 

ic' — 2« ' x' — Sx "" ar' — 6x ' 
Multipliziert man beide Seiten dieser Gleichimg mit x{x — 2) (ic— 3) (x — 6), 
80 kommt man auf die Normalfonn 

16« - 34 - 
and auf deren LSsong 



II. Vorgelegt sei die QleichtiDg 



7 +yx'-Ux + 4-x. 
Man subtrahiert auf beiden Seiten 7 und quadriert; dann entsteht die 
Kormalform 

3« - 46 - 
und deren Lösung 

z^ 15. 

III. Um die gleichfalls in nichtrationaler Form auftretende Glei- 
chung 

Yx + a^~yx = 'b 

zu lösen, addiert man auf beiden Seiten Yx and quadriert; man, er- 
hält dabei 

x + a^~x + 2byx + h'; 
daraus folgt durch Umsetzen 

2byi = a'-b\ 
and die Normalform dieser wird 

4ö»a;-{(i*-6*)* = 0. 

% 69. Wir wollen auch weitergehende Anwendungen machen und 
wählen zunächst die Darlegung der sogenannten „regula falsi", die 
zur näherungsweiaen Bestimmung der Wurzeln numerischer Glei- 
chungen dient. 

Voi^elegt ist eine ganze, also stetige Funktion y = f{x). Der 
Wert a; = I möge f{x) zu Null machen, /"(l) — 0, d, h. | möge eine 
Wurzel der Gleichung f{x) = sein. Dabei soU für wachsende x die 
Funktion f(x) bei a; ■= | durch Null gehen, etwa vom Negativen zum 
Positiven, Die geometrische Abbildung B^B^Bj von y -^ f{x) ver- 
anschaulicht diese Voraussetzungen. Wir nehmen femer einen Wert 
«, <| und einen zweiten a^ > | so nahe bei |, daS zwischen a;, 
und a^j keine weitere Wurzel von f(z) — als | liegt. In der Figur 
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sind OÄi und OÄ, die Bilder von :r, tmd x^, während OQ das Abbild 
von I iat Dann kann die Sebne B^Bj bUb Näherung für die Kurve -B,B, 
gelten und der Schnitt der ^-Achse mit der Sebne als Näbemnge- 
wert für den Punkt Q. 
Nennen wir den Schnitt 
A, und seizen OA^^Xt, 
80 ist a:, ein Näherungs- 
wert von 5, der zwischen 
Xi und X, liegt, also ge- 
nauer ist als der eine von 
diesen beiden, ic, liegt ent- 
weder zwischen A^ und Äj 
oder zwischen A, und J,; 
je nachdem das erste oder 
das zweite eintritt, kann 
man dieselben Schlüsse 
ffir a^ und «, oder ftlr 
3^ und Xf wiederholen, die soeben für x, und a^ gemacht worden 
sind. Die Entscheidung über das Eintreten des einen oder des 
anderen Falles wird durch das Signum von y, = f(Xf) geliefert; iat 
^S^iVi'ys) — H !> dann liegt | zwischen x^ und Xj-, ist dagegen 
sgn (^1 ■ y») ■=■ — 1 , dann liegt | zwischen «, and a^ . In unserer Figur 
tritt der zweite Fall ein. 

Die analytische Geometrie leitet ffir die Sehne B^B^ die Gleichung 





r 




■A 


»4 






X, ,/\/ 











/ /^i * 


■ 


' 






// 






pig. ». 


J 


'»<■/«. 1»,) 





Vx — Vi. a^ — aä 

her; für .il, ist ^ =° und x •- x,, also wandelt sich diese Gleichung 
um in 

„ '^ — '^ ■ 



und daraus folgt aU Lösung der linearen Gleichung für Xg 
Beispielsweise betrachten wir 

y-fix)^3^+x-l-0 

und nehmen als Näherungswerte, zwischen denen eine Wurzel g li^t, 

iT, = 0, a;, = 1 . 



Dann wird 



-1, 



■1; 
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daraus folgt 

X, = ^ ''■~^^' - 0,5 : Wg = X.' +Xi- 
and weiter 

'^.- '^j;;!^/' -0,636; „.-«.•+«.- 

».- '■|;;l^/' -0,680; s.-V+%- 

».- '•^';Z^/' - 0,698, s,,_V + i,- 

I,- !sS!j|iai _ 0,6821, .,,_ 1,'+ 1,- 



0,375 

- - 0,100 

--0,022: 

--0,006 

- + 0,038 
0,0005; 



Die Wurzel | liegt also zwischen 0,698 nnd 0,6821, 80 daß bei der 
Annahme des Mittelwertes v (^ ~ ^s) 



% 70. Eine andere, naeh Newton benannte Methode*) der nome- 
rischen Annäherung an eine Wurzel von f(x)=-0 knflpft an die 
Formel (7), § 32, an 

/•(i + 1) - fW + V'W + w tS + *' rrS + ■ ■ • 

Gesetzt man hätte fUr h einen Wert < 1 angenommen, so würden 
die Potenzen Ä*, h', h*, ... mit wachsendem Exponenten kleiner und 
kleiner werden; ja, wenn der Wert Ton h Bchon aelir klein ist, dürfen 
nicht nur jene Potenzen, sondern es darf auch die Summe 

bei Anmiherangsrechnungen Ternaehlässigt werden. Dadurch geht die 
obige Gleichung in die für h lineare 

1) Newton, Brief an Oldenburg vom 13. Juni 1676; ferner dargelegt 
io der „ÄnaljeiB per oequatioues namero terminomm inBuitas" und im „Metho- 
duB flnxionom". Übrigens hatte Bcbon Tieta eine ganz ähnliche Methode an- 
gegeben. 
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über. Gesetzt: nun, Xi vSre ein Näbemngswert fUr die gensne Wurzel | 
der Gleichung fix) == 0, und zwar gelte 

BO folgt 

und doroh AnflSstmg dieser in \ linearen Gleichung 

Dieser Wert von \ wird zwar (x, -}- Ä,) nicht genau zu | maclieii, bei 
den erfnllten VomusBetzungen ^r die Annäherung immerhin aber in 
dem Werte 

einen, gegenüber Xi genaueren Näherungswert liefern. Wir haben bo- 
mit einen zweiten Näherungswert 

und mit ihm läßt sich die gleiche Operation wiederholen. 

Wir wenden diese Methode gleichfalle auf das Beispiel des vo- 
rigen Paragraphen 

an. Dabei wird die Ableitung zu 

Wir nehmen 3;, ■- 1 ; darauB erhält man der Beibe nach 

m~ + \, rW-^; 3:.- 1 --^-0,75; 

f (0,75) = 0,1719, r(0,75) = 2,6875; x^ = 0,75 - 0,064 = 0,686; 
/•(0,686) = 0,0088, /'(0,686) = 2,4118; 14-0,686-0,0036488 
- 0,6823512; 

§ 71. Dem Mangel dieser Methode, daß keine GenauigkeitsbesUm- 
mung far die berechneten Näherungswerte x,, x^, x^, x^, . . . geliefert 
wird, wie sie die Regula falsi gab, kann man abhelfen. Wir wollen 
aber hier nicht näher auf diese Frage eingehen, da ihre Beantwortung 
UD8 zu weit von unserem Wege abfuhren würde, D^egen wollen 
wir noch erwähnen, daß weder bei der Regula falsi noch bei der New- 
tonschen Näherungsmetbode die Form der Gleichung eüne Rolle spielte. 
Demnach sind beide Methoden auch bei transzendenten Gleichungen 
verwendbar. 
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Wir behandeln als Beispiel die traaszendente Gleichut^ 

y-x+Binx— 1^0 

znerst nach der Regula &lai. 

Nehmen wir a^ — 0, a;» = 1, so ergibt sich 

Ui 1, y» = ain 57» 17' 49" = 0,83952 

und bieraas 



y,= 0,54367 + 8in36»8'- 1 - 0,06150. 
Eine Wurzel liegt zwwchen x^ und a:,. Es wird fSr sie 
_ Süiz«. _ Mi« _ 0,51216, 

* tfi — Vi 1,06160 ' ' 

y. - 0,51215 + sin 29" 20' 40" - 1 - 0,00206. 
Eine Wnrzel liegt zwischen a;, und x^. Es wird für sie 

ffs - 0,51112 + ein 29» 17'6" - 1 - 0,00027. 

Wir wenden nun die Newtonsche Methode auf dieselbe Gleichung 
an. Dabei ist 

y' = 1 + cos X, 



Nehmen wir a;, = 1, dann wird y^ =- 0,83952 und 
Xj = 0,45491, 

yj = 1 + cos 26" 4' 0,10567. 

Geht man von diesem x^ weiter, so folgt 

^ = 0,45491 +?g5I- 0,51057, 
y, - 1 + cos 29" 15' 14" 0,00075 

UBW. 

§ 72, Wir gehen jetzt zur Lösung eines Systems linearer Glei- 
chungen mit mehreren unbekannten Aber und besprechen dabei zu- 
nächst zwei form^ verschiedene, in Wirklichkeit aber übereinstimmende 
Methoden der Lösung solcher Gleichungen. 

Sind mehrere Gleichungen mit unbestimmten Koeffizienten a, h, e, 
. . ., A; Aj, &i, c,, . . ., \; . . . und den zu bestimmenden unbekannten 
X, y, e, t, . . . gegeben, so daß 
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ax + by + ce + dt ■{■■■• = h, 
OiX -i- b^y + 0^0 + dit + ■ • ■ = }ij, 



so könneit vir aus jeder toq ihnen die gleiche TJnbekaUDte, z. B. . 
bestimmen, nSmlich dnrdi 



X — 


-c 


-hy - 


-ce 


-dl -...), 


X — 


i(V 


-h,S- 


- C^B 


-.*,<-•■), 


X" 


i^- 


-i,V- 


-V 


-d,t--.), 



Das ist stets mSglich, da a, a^, Oj, . . . unbestimmte Größen sind, die 
Dirisionen durcb diese Größen also gestattet sein müssen. 

Setzen wir die Äuadriicfee, die der zweiten, dritten, vierten, . . . 
Gleichung entstammen, dem aus der ersten hergeleiteten gleich, 

-— (Äi — 6,y — c, « — d^i ) = —{h — by — cz — dt ), 

— (Äj — 6,1/ — c^e — d^t ~ ■ ■ ■) ^ — Qt — iy — ci — dt — • ■ •), 



Bo entstehen Gleichnngeu, die auf die Gestalt 

1{ab^— a^b)y + (aCi^— aic)0 ■{■ {a^d— aid)t -\ — aAi — a,Ä, 

gebracht werden können. Sie stimmen ihrer Form nach mit den Glei- 
choDgen (2) überein, sind aber der Anzahl nach um eine geringer und 
besitzen auch eine unbekannte weniger als (2). 

Mit den Gleichungen (3) können wir ebenso rerfehren und kom- 
men dabei auf ein System, das zwei Gleichungen nnd zwei Unbe- 
kannte weniger enthält als (2). So geht man weiter. Dabei können 
drei Fälle eintreten: 

I. Die Anzahl der Gleichungen übertrifft die der Unbekannten. 
Dann stößt man bei der Weiterführung der Operationen auf Gleich- 
heiten zwischen den EoelSzienten selbst; da diese als unbestimmte 
Größen angenommen sind, so werden diese Gleichheiten im allgemei- 
nen nicht erfüllt sein, und das System (2) ist nicht lösbar. 
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II. Die Anzahl der GleichoDgen ist der ihrer Unbekannten gleich. 
Dann BtSßt mau im Laufe des angegebenen Yerfahrens snf eine 
Gleichung von der Form 

M-t-N, 

in der M und N ans den Eoeffizienten von (2) zosammengeBetzt sind. 
Hieraus folgt fiir die unbekannte 



Geht mau rückwärts, ao erhält man, dem Gleichnngesysteme (2a) ent- 
sprechend, eine Gleichung 

durch die e bestimmt wird; usw. Man erhält somit ein Lösungs- 
System x, y, e,t, . . . von (2). 

III. Die Anzahl der Gleichungen ist geringer als die der Unbe- 
kannten. Ist diese Differenz bei dem Systeme (2) gleich v, so ist sie 
auch beim Systeme (3) gleich v usf. Man stößt daher schließlich auf 
eine Gleichung mit (v + 1) Unbekannten, etwa auf 

Mt + M^u + M^v + .-- = N 
und sie liefert den Wert einer der Unbekannten durch die willkQrlich 
bleibenden Werte der Qbrigen v Unbekannten, z. B. 

Geht man von hier aus wie in II rückwärts, so erkennt man, daß 
alle Lösungssysteme x, y, z, . . .,t noch v willkürliche ÖrSßen u, v, . . . 
enthalten. Man sagt dann, (2) habe v-fach unendlich viele Lösungen. 
% 73. Die im vorigen Par^raphen besprochene Methode der 
Lösung heißt die Kombinationsmetbode. Von ihr unterscheidet 
sich die Substitutionsmethode dadurch, daß der aus der enten 
Gleichung (2) erhaltene Wert von x, nämlich 

x— —(h — by — ce — dt ) 

in die übrigen Gleichungen eingesetzt (substituiert) wird: 

^{h — by~ce —dt ) + biy + Cie + dJ-\ A^, 

■^(Ä — 6y — ce — di ) + b^y + c^z + d^t -\ — 7tj, 

Das führt sofort wieder auf die Gleichungen (3). 
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Wir h&ben ausdrücklich die Größen a, h,e, . . ., h; a^, \, c,, ■ ■ ■, h{; 
... als unbestimmte Größen angenommen, ao daß unter ibnen keine 
Relationen besteben. Ist diese Annahme nicht erfQllt, so kann die 
behandelte Methode hinfällig werden; es reicht z. B. schon aus, a = 
anzunehmen, um das System (2a) unmöglich zu machen, um alle bei 
dem System (2 a) auftretenden Verhältnisse zu übersehen, wollen wir 
noch eine andere Methode besprechen, die nicht durch allmähliche 
Entfernung der einzelnen Unbekannten wirkt, sondern sofort zum 
Resultate gelangt. 

§ 74-. Wir gehen von zwei linearen Gleichungen mit zwei Un- 
bekannten X und y aus 

( aa: 4- fcv = c, 
[a^x + 6iy — (^. 

Wir multiplizieren die erste Gleichung (4) mit b„ die zweite mit (— h) 
und addieren die Resultate. Diese Operationen bezeichnen wir durch 

ax + hy = c \ 6, , 
üiX + h^y = c, I — fc. 
Das Resultat wird 

{a\ — aib)x — c\ — c,6. 

Femer bilden wir in ähnlicher Weise das System 
ax-^hy =c I — «1, 
a^x + 6,y = q I a, 
und erhalten 

(a\ — a-fi)y = — eay-\- c^a. 

Beide Operationen können wir kürzer durch 

[ aa: + &j/ — c 11 &i I— Ol, 
löia; + 6,y — Ci II -- 6 | « 
andeuten. Explizit wird dies 

(6) {abi—a^^b)x = cb^— c^h, (a6, — a,6)i/ — — coi + c^a. 

Die Gleichungen (6) folgen aus den Gleichungen (5). Ist x, y 
daher ein Lösuogasystem von (5), dann befriedigt es auch (6). Also 
liefert die Lösung von (6) auch die von (5); aber es ist nicht a priori 
klar, daß nun auch umgekehrt jede Lösong von (6) gleichzeitig eine 
Lösung von (5) wird. 

Ist 

(7) a6i-Oi6 + 0, 
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dann kann man die beiden Gleichoogen (6) durch (abj — a^&) diri- 
dierea und erhält 

Hat das System (4) Löenngen, so sind sie durch (8) gegeben. Tragen 
wir die rechten Seiten von (8) in (4) ein, so werden die vorgelegten 
Gleichungen, wie man leicht sieht, auch be&iedigt. Es gibt also in 
diesem FaUe eine und nur eine Lösung (8) von (4), 

Ist jedoch 
(9) oft, — 0,6-0, 

so bilden wir die Kombinationen der Gleichungen (4) 

flOt ! ""^""^ + 6y - c) - aia^x + \y - c^) -ac^- a^c, 
\ h^(ax-\- by — c) — h^a^x + h^y — Cj) — hc^ — 6jC. 

Kann man durch ein Wertepaar (x, y) die Gleichungen (4) befriedigen, 
so bringt dies die Klammem der beiden Gleichungen (10) zum Ver- 
schwinden. Das ist aber nur möglich, wenn auch die rechten Seiten 
Null sind. Es bestehen also bei Geltung von (9) nur dann Lösungen 
von (4), wenn auch 

(11) ac^-aiC-O, bc^-h^c-0 

wird. Ist (11) nicht erfüllt, wohl aber (9), dann haben die Gleichun- 
gen (4) keine Lösungen. 

Wir nehmen an, (9) und (11) seien erfüllt. Wenn dann auch nur 
eine der vier Großen a, b; a^, b^ von NuU verschieden ist, so können 

wir, da die beiden Gleichungen (4) untereinander und die beiden Sum- 
manden ihrer linken Seiten untereinander vertauschbar sind, eine belie- 
bige der vier Größen als von Null verschieden annehmen; wir setzen etwa 

(12) a + 

und folgern aus (9) b,~-^b und aus (11) e^^-^c; dann ist 
o,a: + b^y~Ci^^(ax + by — c); 

d. h, die zweite Gleichung (4) wird durch jedes Wertepaar (x/y) be- 
friedigt, das der ersten Gleichung (4) Genüge leistet, Nun kann man 
die erste Gleichung durch ein ganz beliebiges y und 

(18) '-'^ 

stets erfüllen. Folglich wird das Wertepaar 
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far jedes y ein LSsungssystem von (4), d. h. (4) bat eine eiuEEich un- 
endliche Scliar von Lösangen. 
Ist d^egeD 

(14) a-0, 6-0; Oi-O, 6i-0, 

80 hat, wie (4) zeigt, dieses System nur dann Lösungen, wenn auch 

(15) c = 0, c,-0 

wird; dann gibt es eine doppelt unendliche Schar von Lösungen, in- 
dem nämlich jede Wahl von x und von y die Gleichongen befriedigt. 

§ 75. Wir haben im rorigen Pan^raphen alle möglichen F&Üb, 
die bei einem Systeme von zwei linearen Qleicbungen mit zwei Un- 
bekannten eintreten können, erledigt und so eine Anzahl von Einzel- 
resultaten hergeleitet. Es kommt jetzt darauf an, diese in einem ein- 
fachen desamtresultate zu vereinigen. Hierzu dienen uns die im ersten 
Kapitel bereits eingeführten Begriffe der Determinanten, der Matrizen 
und des Ranges beider. Ja, durch sie gelingt es, den allgemeinen 
Fall eines Systems linearer Gleichungen in Übersichtlicher Weise zu 
behandeln und damit ein Problem zu losen, das C. G. J. Jacobi iär 
außerordentlich verwickelt erklärte.') 

Zunächst kehren wir zur Behandlung von (4) zurflck: 

Bei 

ab^—a^i + 

gibt ee eine Lösung von (4). Hier haben die Determinante 



j a, 6^ I \o, &, c,/ 

den gleichen Bang zwei. 
Bei der Annahme 

ah, — öjfc — 0, aCf^ a,c= 0, ftcj — 6,c — 
a + 
gibt es oo^, d. h. eine einfech unendliche Scbar von Lösungen. Hier 
ist die Determinante der Koeffizienten sowie auch die Matrix der Eon- 
stanten vom Hange eins. 

Beim Verschwinden aller Konstanten 

gibt es oo', d. b. eine doppelt unendliche Schar von Losungen. Hier 
ist die Determinante der Koeffizienten sowie die Matrix der KonBtanten 
vom Range 0. 



1) „panllo piolixum negotinm"; Jacobi, Werke III, S. 3 
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D&gegen gibt es bei 

061— 0,6—0, 
ac^— OiC und bc^ — 6,c Dicht gleichzeitig =0 

keine Lösung. Hier iet die Determinante der Koeffizienten vom Bange 
1, da a, h, a^, b^ nicht sämtlich Teraehwinden, wohl aber ab^ — a^b = 
ist; die Matrix der Konstanten ist vom Hange 2. 
Auch bei der Annahme 

o - 6 - a, = &i = 0, 
e imd c. Dicht gleichzeitig — 

gibt es keine Lösung. Hier ist die Determinante der Koeffizienten 
Tom Range Null, die Uatrix der Konstanten dc^egen vom Range eins. 
Die gewonnenen Resultate lassen sich in die ein&chen Satze 
zusammenfassen: Das System 

[ a^x + biP-Ci 

hat dann und nur dann LSauDgen, wenn der Rang r der 
Determinante der Koeffizienten 



gleich dem Range der Matrix 



I a b e \ 



der Konstanten ist. Die Anzahl der Lösnngen ist dann oo*~'', 
wenn 00° = 1 angenommen wird. In diesen Sätzen sind alle mög- 
lichen Einzelfälle entiialten. 

% 76. Wir wollen jetzt das Problem der Lösung eines linearen 
Systems in wirklicher Al^emeinheit behandeln, also alle mÖgUchen 
Fälle berücksichtigen und erledigen. Gleichzeitig Streifen wir die Be- 
Bchränkung ab, daß die Zahl der Unbekannten mit der Zahl der vor- 
gelegten Gleichungen Übereinstimme. 

Zur Abkürzung setzen wir 

(16) Oj.a:, + a(,a^+ ■ ■ ■+(ii.x„ = f,; (i- 1,2,3,. ..,m). 

Das zu lösende Gleichungssystem wird dann 

(16a) /;-o,o (i-l,2,3,...,m) 
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Wir nehmen an, die Matrix der Koeffizienten 
' % »11 ■■■«1- 

(^) - I '^^ '*>*■■■ *»»- 

liabe den Rang r, d. h. es gebe mindestena eine zu (Ä) gehörige, 
nicht verschwindende r-reihige Determinante, während sämtliche (r-{- 1)- 
reihigen, also anch alle mehrreihigen Terschwinden. Durch VertauBchnng 
von Parallelreihen und durch abgeänderte Bezeichnung der Elemmte 
a^i kann man 

(17) e-M + ftJ-1,2 

ZU einer dieser nicht verschwindenden Determinante machen. 
Non bilden wir alle m Determinanten von der Geatalt 



f,3,...,r) 



(18) 



dieses T^ zerlegen ^ 



f.«.l 


«„ ■ 


•■»ar 


A',, 


Ol, . 


■■<•„ 


f.'n 


<h, ■ 


■■»«r 


f, «,. 


o,j . 


■■»r. 



1 die Summe Tou n Produkten 



+ ••■+«,■ 



+ =^,+1 







»1, »11 »u • 


•%r 


o,, <•„ o,, . 


■«I, 


<•„ »,1 «,. • 


.a^ 



(ß-l,2,3,...,m) 

nnd sehen, daß die auftretenden Determinanten sämtlicb verschwinden, 
weil (Ä) vom Range r, und dabei jede der Determinanten (r + 1)- 
reihig ist. Entwickelt man andererseits das T^ in (18) nach den Ele- 
menten der ersten Spalte, so erhält man unter Benutzung von (16), 
und äa 9-^0 ist, eine Gleichung von der Form 

/.» + fA, + f,K, + --- + fr«., - 0, 
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■■■ + frKr) («-l,2,3,...,f»), 



•. /-- 



und daher 

(19) /■.--|a«.,+f.«.,4 

d. h. bildet das Koeffizientensystem bei m linearen homo- 
genen ftinktionen eine Matrix vom Bange r, so kann jede 
der m Funktionen durch r bestimmte anter ihnen linear und 
homogen dargestellt werden. 

% 77. Der Bang der Eonstantenmatriz der Oleichungen 

(20) U-Omf,- 

luimlich der von 

' "lO «11 

(A) = I '^ "" '^^ 



kann w^en der oben gemachten Annahme, daß iÄ) vom Range r sei, 
nicht kleiner werden als r. Es seien nun a, ß, . . ., t aus den Zahlen 
l,2,...,m entnommene (r+l) Indizes, und q, a, .. ., t seien aus 
den Zahlen 1, 2, . . ., n entnommene r Indizes. Mit diesen bilden wir 
alle Determinanten von (r+l) Beihen der Form 



(21) 



■ ^ar 



f.'., 



die aus den gleichen Gründen wie T^ in (18) fBr jedes System der in 
den f enthaltenen x verschwindet. Gesetzt nnn, man könnte die Glei- 
chungen (17) durch passend gewählte Werte von a^, a^, , , ., a;, be- 
friedigen, so folgt ans dem Verschwinden von (21), daß jede (r + 1)- 
reihige Determinante von der Form 



verschwindet, daß also der Bang von (A^ nicht größer sein kann als r. 
Da der Bang von (A^) also weder kleiner noch größer als r sein kann, 
80 ist er gleich r. Dafür, daß das System 

(20) /;-«io, /;-««,- •■■. /™-«mo 

Lösungen besitzt, ist es notw 
gleichem Bange sind. 



idig, daß (Ä) und {Äg) ■ 
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% 78. Diese Bedingtmg ist, wie wir jetzt nachweieen wollen, fttr 
die Lösbarkeit tod (20) auch hiareichend. Haben (Ä) und (Af,) den- 
selben Rang r, »ind ist 6 in (17) eine nicht verecbwindeude r-reihige 
Determinante aus (Ä), dann verBchwinden (21) und (22); also auch 
ihre Kombination 






fr- 






(a — 1, 2, 3, . . ., m). 
Daraus ergibt sich für jedes a = l,2,S, ...,m 

(23) /■.-«..- -i[(r,-»,.)».,+(/;-»»)«.,+ -+(r,-»„)«„] 

und man erkennt: Sind durch irgendwelche Werte von x,, 

Xj, . . ., a:, die r Gleichnngen 

(16 b) fi = «10, /i - öjo> • • ■- fr — «rO 

erftlllt, und haben (Ä) und (^) den gleichen Rang r, so 

werden durch dieselben Werte Ton a^, ar„ . . ., «, auch die 

Gleichungen 

(16c) /•.+,=• a,^..o, /;o-«r+.. /--««o 

erfüllt. 

Durch dieses Resultat haben wir die gestellte Aufgabe vereinfacht: 
statt der m Gleichangen (20) braucht man nur die r Gleichungen (16b) 
zu lösen. 

Wir schreiben nun (16b) in der Form nieder: 



(24) 






-li^l + «rJ^»+-- + « 



Die Adjonkte von a in 6 werde mit bezeichnet Multipli- 
ziert man dann die Gleichungen (24) der Reihe nach mit di„, dj„, . . ., 
O^g und berOcksichtigt die Relationen § 6, (11) und (12), so folgt 
durch die Addition der r Produkte das Resultat 

(25) a^flÖ — («,0 — a,_,.^.ia;^+i «i.«JÖ,„H 

+ (arO-«r,r+l^r + l «r-O^ra (« " 1» 2, .. ., r). 

Wir beweisen, daß auch umgekehrt jedes System x^, %,..., x^, 
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(27) 



das (16b) befriedigt, (16c) and damit (20) anflSst. Maltipliziert mim 
(16) mit o und addiert die Resultate för ff — 1, 2, . . ., r, so entsteht 
(o,,i, + Oj,i, + --. + a,,a;,)9 

-(«lo-«!.«.!»«! »iA)(«,i'ii + "(I*ii + - + V'>J + '" 

+ (V- Vti*'+i o,.«.)(v'(i +"<>*('+■■■ + "f'l")+'" 

+ (»rt-«„rt.a^,+, «,.«.)(V''1+V«i + ■■■ + «.'«")■ 

Die zweiten Faktoren aller rechts Btehenden Produkte verscliwiaden 
w^eu § 3, (11), mit Änsnahme des hingeHchriebenen mittleren, fBr 
den die Gleichang 

gilt. J)a 6 + ist, kann man dnrch ß dividieren; dabei geht mm (27) 
fiber in 

(e = l,2,..,m), 
d. b. (20) wird erfflllt. In (27) treten die («—»■) Unbekannten x^^^, 
*r+»j ■ —> ^» *"f "^i® rechten Seiten ein. 

Wir fassen die erhaltenen Resultate zusammen: Das Sjatem (20) 
Ton fft linearen Gleichungen mit n Unbekannten ist dann und 
nur dann lösbar, wenn die Konetantenmatrix {A^) den glei- 
chen Rang r mit der Eoeffizientenmatrix (Ä) besitzt In 
die Lösung gehen {n — r) willkürliche (rrößen ein; die An- 
zahl der Lösungen kann daher als (» — r)-fach nnendlich 
bezeichnet werden, wobei 0-fach anendlich gleich 1 ge- 
nommen wird. 

§ 70. Beispiel: Oegeben sei 

fj = 3x+ 4y + 5«-h i~2M = 3, 
/;= X- y + S2 + 2t + 3u = 5, 
ft = 2x+ dy-i- e— t-i- n = 2, 
f^~6x+ Gy + 9g + 2t-\-2u=10, 
f^ = 7x+12y + 8e- (-6« -3. 
Die Koeffizientenmatrix des Systems 

(3 4 5 1-2 



(Ä). 



3 2 a 
1 -1 1 

9 2 2 
8 -1 -e 
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ist Ton dem gleichen Bange r = 3, wie seine Konstantenmatrix 
4 6 1-2 



(A)- 



7 12 



-1 



foIgUcli ist das vorgelegte System lösbar. Da die ans den EoeffizienteD 
Ton f^, /j, /j gebildete Determinante 

3 4 5 
»_1-1 3-15 + 

2 3 1 

ist, so sind f^, f^, /*, unabbängig Toneinander, dagegen sind f^ sowie f^ 
linear und bomogen durch /*], /^, f, darstellbar. Fdr diese DarstellnDg 
findet man 

und 

r.-10-(/',-S) + «-5) + (/.-2), 

/i-S -2(/;-3)-(f,-6)H-«-2). 
Es ist daher nur nötig, x, y, b durcli die Lösung von 

x~ y + 3« — 5 — 2i — 3«, 
2a: + 3y+ * = 2+ i— u 

als FvmktioDen von t nnd u zu bestimmen. Die erhaltenen Werte be- 
friedigen daoQ auch die beiden letzten Gleichungen des vorgelegten 
Systems. Es ergibt sich 

15a; =. 59+ 5i-70«, 

15y 28+ 5i + 35M, 

15« 4-10( + 20«. 

§ 80. Einen besonders wichtigen Fall der besprochenen Theori» 
liefern die homogenen linearen Grleichungen, d. h. die, bei denen sämt- 
liche Größen 0,^, ö„, . . ., a^^ gleich NoU sind, 

/! = 0(1^1+ a„3^H +Oj,3^n--0 (i— 1,2,...,»(). 

Die LösbarkeitsbedicgUDg, daß {Ä^ denselben Rang bat wie {Ä), 
ist hier stets erfüllt, da alle Determinanten, bei denen die Elemente 
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einer Spalte den zweiten Index haben, ohne weiteres Terecliwiiiden. 
Die Gleicliiingen (27) gehen dabei in die einfacheren Aber 

(27a) x^.e (o...^.:r.^,+--- + Oi,^JÖ,„-... 

-(«r,r + ia:r+l+--- + Or-a;.)e„ (tf - 1, 2, . . ., r). 

Ist r^n, dann tritt kein x auf die rechte Seite dieser Gleichung, 
und man kommt zu der identischen banalen Löenng des Systems 

«, — a;, — ■ • ■ — a;„ — 0. 

Damit außer ihr noch andere, nicht verschwindende Lösungen vor- 
banden seien, muß der Rang r von (^Ä) kleiner als n werden. FOr 
m ^ n muß also 

|a„| = (i,Ä-l,2,...,«) 

gelten. 

Ist T'—n — 1, so handelt es sich nm ein System von r Glei- 
chungen der Form 



bei dem die Determinante der Koeffizienten von ar,, x^, ■ ■ ., x^ 

Ö-|a,J {i,k-i,2,...,r) 

nicht verschwindet. 
Ans (26 a) folgt 

Xj-e x^{a^^ ^11 + öj . öj, H 1- a^^ 0^ ,), 

x^-e a:„(Oi „ Ö„ + a, , ö„ H f- o^, ö^,), 



oder in anderer Form unter Einführung einer Determinante gescbrieben 
x^-0 ;»•„ • I a^ « «* t «* j ■ ■ • »* r U 

3^ . Ö =- — 3;, ■ j O^, Oj, Oj3 . . . «j^ I , 



wobei auf der rechten Seite jeder der r-reihigen Determinanten die 
h** Zeile angegeben ist Man kann dieses Resultat noch verein&cht 
darstellen. Es seien a^^, a,j, a„g, . . ., a„„ willkürliche Größen, femer sei 

T-l»„\ (j,S-l,2,..,«) 

und T^g die Adjunkte von a„s in ^> Dann wird 

(27) ». : »i : it, : ■ ■ ■ : I, - r„ ; T., : r., : • ■ ■ ; T... 
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wird 



Beispiel: Ffir 

2x — w + 5« — 0, 



■140«,- 



-7 = 2:- 

-t, « = - 



(, 



-1 5 

«Sl "J2 <hi 

x:y.i!=l4:~- 

x — 2t, y 

wo t eine beliebige GröBe ist. 

§ 81. Eb seien m lineare homogene Funktionen von n Unbe- 
stimmten vorgelegt 

(16) /( = a« «j + a,j a;» H + «(»3;, (t - 1, 2, 3, . . ., m). 

Die ^,, /"j, .. .j/l^ bilden ein System voneinander unabhängiger 
Funktionen, oder in etwas lässigerem Ausdruck ein unabhängiges 
System, fiills keine identisch erfüllte Kelation 

besteht, in der die x^, x,, . . ., x^ Konstanten sind, die nicht sämtlich 
verschwinden. Die Ehdstenz einer solchen Relation fordert, daß, wenn 
man ihre linke Seite nach den x anordnet, die EoeMzienten der ein- 
zelnen X gleich Knll werden. Daher darf das System linearer Glei- 
chnngen in den x 

<*« % + «M "i H H »mi«^ = 0, 



öiB»^ + <hnH H -i- «™. 



nur die identische Lösung Kj — Xj = - ■ - = x„ •— haben, falls die f 
ein unabhängiges System bilden. Dies aber tritt nach den Unter- 
suchungen der vorigen Paragraphen dann und nur dann ein, wenn der 
Rang der Matrix 

o,, . . . . 

Ojj . . . . 



gleich m ist, und dazu ist n^m notwendig, d h.: m lineare homo- 
gene Funktionen von weniger als m Variablen können kein 

Hstto: A]gsbn 7 
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anabbängigea System bilden. Ebenso siebt man: n> lineare 
homogene Funktionen von m Variablen bilden dann und 
nur dann ein nnabbüngiges System, wenn die Determinante 
ihrer Koeffizienten nicht verschwindet. 

^ 83. I. Wir beweisen ferner den folgenden Satz: 
Ist m<.n, und bilden die fi, fj, . ■ ., f„ ein unabhängiges 
System linearer, homogener Funktionen der n Variablen 
X,, Xj, . . ., x„, so kann man m der Variablen x durch die übri- 
gen (« — m) und durch die i» Funktionen fj^, f^, . ■ ■, f„ linear 
und homogen ausdrücken. Denn ans ihrer Unabhängigkeit folgt, 
daß der Rang der Matrix der f gleich m ist. Es kann daher wie oben 

e=\a,,\ + {i,h—l,2,...,m) 

angenommen werden, und daraus ergibt sich, daß das Gleichimgssystem 

!a,,a:, + ■ - ■ + «i«3^„ — /t — Ol m+ia^on-i— ■ «i«*.> 
' ■ ■ ■ 
"ml^I + ■ ■ ■ + '*mii.^tB= fm~~ "m.m + l^Bt + l — ■ ■ ■ — 0„,a;, 

fSr x^, z^, . . ., x„ eine und nur eine Lösung hat, die wir andeuten 
wollen durch 

«.-?>.(«„+■,■ ■■,«.; /■„/;,.. ■,/•.) («-1,2,...,»), 

wobei die tp^ lineare homogene Funktionen der in der Klammer an- 
gegebenen Alimente sind. Damit ist die Richtigkeit des letzten 
Satzes bewiesen. 

Aus diesem Theorem folgt das weitere: H. Bilden die m Funk- 
tionen /^, ff, . .., f„ ein anabhängiges System, so ist es stets 
möglich, die m Größen x,, x^, . . ., x„ so zu wählen, daß 

beliebig vorgeschriebene Werte annehmen. In der Tat, sind 
die vorgeschriebenen Werte der x bzw. der f 

so setzen wir zunächst för ar^^j, , , ., 3;^ die voi^eschriebenen Werte 
§m+if ■• -fK ®'°i ""^^ äsLim in (28) für /j, ^, ...,/*„ "^ie vorgeschrie- 
benen Werte ij,, rj^, . . ., i;„. Dadurch werden in dem Systeme (28) die 
rechten Seiten bekannt, und das System selbst vrird wegen 6 + auf- 
lösbar. Stellt sich dabei für die Unbekannten x ein Wertsystem 

als LÖBong heraus, so genügt es, allgemein 

x^=la (a-\,2,...,m) 

zn setzen, um die Forderung des Satzes zu befriedigen. 
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Weiter beweisen wir: HI. Yerschwindet eine homogene 
lineare Funktion 'h{x,,Xj,...,x^ der « Variablen a: für alle 
Wertsysteme derselben, die das unabhängige System 

/o(«i- ^s. ■ • -. *») (« - 1) 2, ...,m) 

zu Null machen, so kann man 

(29) Ä^«./; + «,/;+-■■ + «„/•„ 

setzen, wobei die Koeffizienten a^, a^, . . ., a„ Eonstanten be- 
deuten. Man kann nämlich zunächst A durch alle Xi, ;r„ . , .,x^ linear 
und homogen ausdrücken; und dann nach dem ersten Satze dieses Para- 
graphen durch f^, /j, . . ., /^^; a:„^j, . . ., x^. Nach dem zweiten Satze 
dieses Paragraphen können diuin alle fi,fi,--;fa ^^^ »Ue a^^+j, 
. . ., x^ mit ÄQsnahme eines einzigen x^ zum Verschwinden gebracht 
werden. Wegen der über h gemachten Annahmen bii^ dies einen 
Widersprach, d. h, anch die Öröße x^ kommt in der Darstellong nicht 
Tor, und das gleiche gilt von jedem x der Reihe x„^i, . . ., x^. So- 
mit kommt man auf die Gleichung (28). 

lY. Verschwinden alle homogenen linearen Funktionen A^ 
des Systems 

h^ix^,Xt, . . ., ic„} {p=l,2,...,p) 

für alle Wertsysteme der a;,, die sämtliche Funktionen eines 
unabhängigen Systems 

/-.fe, «„...,«.) («-1,2,...,».) 

KU Null machen, so ist die Anzahl der unabhängigen h^ klei- 
ner als m. Znnächst kann man nach dem vorigen Satze 

(.30) Ä^= «i/, + «,^^,+ . . . + a^^/; («-1,2,...,^) 

setzen, die f als Variable an Stelle der x ansehen und auf das Sy- 
stem (30) dann den vorletzten Satz aus § 81 anwenden. Auf diesem 
Wege erlüilt man den Beweis des letzten obigen Theorems, 



Sechstes Kapitel. 

Resultanten und Diskriminanten. 

% S3. Als Anwendung der im vorigen Kapitel besprochenen Lö- 
sung eines Systems linearer Gleichungen wollen wir eine bereits früher 
behandelte Frage nochmals in Erwägung ziehen, nämlich die nach 
der Existenz eines gemeinsamen Teilers zweier ganzen Funktionen 
einer Veränderlichen. 
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E8 seien zwei ganze Funktionen von x vorgelegt 

,,, I f(x) = a^ar+a^3r-^+--- + a„_^x+a^ 

*-'^ 1 g{x) s b,^ + b.af'-' +••■ + K_,x + K ^™-"^' 

es Boll untersncbt werden, wum beide einen gemeinsamen Faktor ersten 
Grades {ax + ß) oder, was das gleiche besagt, eine gemeinsame Wurzel 
x^ = — ß:a besinn. Aus 

rW - («I + «/■,(.), g(x) - (.« + «(,,(«) 
folgt 

(2) fWs.W-r.WjW-o, 

wo ^j vom Grade (m — 1) und j, vom Grade (n — 1) ist. ümgekebxl 
folgt BUS dem Bestehen von (2), daß die beiden Funktionen f und g 
einen Faktor mindestens vom ersten Grade gemeinsam haben. Denn 
der aus (2) folgende Quotient 

t2.) f.W-*-^'' 

zeigt, daß f in dem Produkt f^ ■ g aufgebt, daß also jeder irredoktible 
Faktor von f mindestens in gleicher Mnltiplizifät im Zähler vorkommt 
wie im Nenner. Hebt man nun alle, den Funktionen f^ und f gemein- 
samen Faktoren weg, so muß der Gradsahlen wegen, die diese Funk- 
tionen haben, von f mindestens ein Faktor ersten Grades zurückbleiben, 
der dann in g aufgebt. Die Frage nach einem gemeinsamen Faktor 
ersten Grades läuft daher auf die Frage hinaus, ob eine Gleichung 
von der Gestalt (2) hergestellt werden kann oder nicht 

Um dies zu entscheiden, setzen wir zwei Funktionen mit (m -)- n) 
noch onbekaimten Koeffizienten p und q an: 



(3) 






und bilden den Ausdruck für die linke Seite der Gleichung (2). Da- 
bei entsteht eine Gleichung vom Grade (m -f « — 1), nämlich 

Soll diese identisch, d. h. für jeden Wert von x erfüllt sein, so mdssea 
die KoefBzieuten der einzelnen Potenzen von x gleich Null werden, 
und es muß Werte für p^, j>,, p^, . . ., p„_ij 3o> Si> 9%j 9n-i geben, 
die, ohne sämthch zu verschwinden, das folgende System linearer Glei- 
chungen erfüllen: 
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-1«., 


".«1+ +'•1?. 




-"*., 
-i.«, 






-ft^«. 






wenn in ihm alle d^ gleich Null gesetzt werden, da« Oleichungssystem 
also homogen wird. 

Nach § 80 muß die KoeffizieDtendeterminaiite dieses Systems ver- 
schwinden, mn die banale identische LSsong auszuschalten. Macht 
man in der Determinante die Zeilen zu Spalten und umgekehrt, so 
nimmt die (»i + rt)-reihige Determinante die Gestalt an 



w 



»0 »1 o, ■ 


■ «■ 





. 


.. 


0.0, . 


• »„- 


tl„ 


. 


.. 


a,. 


• ".- 


«— 


«„ ■ 


.. 


0. 








■«. 


K h K 


■ S.-i 


6, 


. 


.. 


S. i, . 


■ '.-1 


S,_, 


s. . 


.. 


0. 








.6. 



(n Zeilen) 



(m Zeilen). 



Wir wollen diese (m + «)-reihige Determinante die Resultante von 
f und g nennen und durch R{f,g) oder, wenn kein Mißverständnis 
zu befürchten ist, durch li bezeichnen. Das Verschwinden von ß 
ist charakteristisch dafür, daß f und g einen Faktor gemein 
haben. Die Notwendigkeit der Bedingung iJ = haben wir eben 
gezeigt; daß sie hinreichend sei, folgt so: Ist if=i=0, dann kann man 
die Pg und die q^ in dem letzten obigen Gleichungssystem s 
daß die d^ die Werte annehmen 



? =rf : „d _ 



= 0; d„, + ._i- 



f{x)-g,{x)-g{x)f,{x) = \ 
wird; die letzte Gleichung zeigt, daß f und g teilerfremd sind. 
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§ 81. Wir nehmen nnn an, es sei ii — 0. Dann setzen wir mit 
noch onbestimmten Koeffizienten zwei Funktionen an 

ft(x) = s^xf-'+8^3f—'+ ■ ■ . + s^_,x + s__„ 
g,{x) = ta^-'+ (,«"-•+ ■ ■ ■ + *,_,3; + f,_, 
und bilden ähnlich wie eben in § 83 den Ausdruck 
(5) mg,{x)-g(x)f,ix) = e,ar*-'-*+ e,x-+'-'+ ■■■+ e„^,_„ 
wobei iOr die Koeffizienten e^ gemäß (5) 



^Jn- 



■ Ks„. 



zu setzen ist. Dies fassen wir als ein System von (m + n — 1) line- 
aren Gleichungen in den (m -i- n — 2) Unbekannten ^^ und s, aaf. 
Sehen wir von der letzten Gleichung des Systems ab, dann bleiben 
(m + M — 2) Gleichungen in ebenso rielen Unbekannten zurück, deren 
(m -i-n — 2)'reihige Koeffizientendeterminante nach Yertauschung Ton 
Zeilen und Spalten die Gestalt 



B,- 



annimmt. 2t, entsteht aus R durch Tilgung der letzten beiden Spalten 
sowie der letzten Zeile der Elemente o, und der letzten der Kiemente 
h^. Es ist aUo Hl ein Minor von K 

Ist ifj -{- 0, dann kann man die s^ und die /^ so bestimmen, daß 



«, . 


■ o™- 


... 
i »■ ■ • ■ 


(n - 1) Zeüen 


\. 


■ ■ K 
■ K-i 


... 
s. ... 


(m - 1) Zeaen 






.-1, 



wird. Diese Gleichung zeigt, daß f und g keinen gemeinsamen Faktor 
Ton höherem als dem ersten Grade haben können; imd wegen R-^d 
haben sie auch wirklich einen solchen. Es liefert 

ü = 0; i^i + O 

die charakteristischen Bedingungen dafür, daß die beiden 
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Funktionen f{x) and ^(a;) einen gemeinsamen Teiler genau 
vom ersten Grade besitzen. 

§ 85. Ist neben R = anch M^ — 0, dann kann man durob 
passende Werte von s^ nnd t^, die nicbt sämtlicb verscbwinden, die 
ßj, e,, e,, . . ., e„4,_3 zu Nnll macben. (5) geht dabei über in 

(6) /-WftW-jW.W -«.„-.. 

Die rechte Seite mnß gleicb Knll werden; denn da f und g wegen 
R = einen gemeiosamen Teiler haben, t^ilt dieser auch die rechte 
Seite, imd das ist nur mdglicb, wenn die Eonstante e^+ii-i verBcbwin- 
det. Danach ergibt sich 



•) 






Bebandelt man diese Oleichang wie die entsprechende ( 
man: Es liefern die beiden Relationen 



Fa), so sieht 



(7) 



B = 0, ii,-0 



die charakteristiseben Bedingungen dafflr, daß die beiden 
Funktionen f und g einen gemeinsamen Teiler mindestens 
TOm zweiten Grade besitzen. 

% 86. Wir nehmen nun (7) als erfüllt an und bilden zwei neue 
Funktionen /*, und g, mit noch imbestimmten Koeffizienten 

g^(x) — fco3f-»+ *ia^-*H + Ä,_ta; + Ä,_, 

ond aus ihnen 

fWaW -jWäW - '.«-*—+ • ■ • + 1.+.-,. 

Drücken wir dann die Größen l^, li, . . ., io.+,_( durch die * und 
die Ä ans, so entstehen (m + » — 2) lineare Gleichungen zwischen 
den (m -|- « — 4) Unbekannten i und Tc. Sehen wir von den beiden 
letzten Gleichungen ab, d. h. von denen, die l„^^_^ und i„+,_ä be- 
stimmen, so bleibt ein System von (m + « — 4) linearen Gleichungen 
in ebenso vielen Unbekannten zurück. Ihr KoefBzientensjstem führt 
zu der Determinante 



(8) 



»« »1 ■ 


■ <■« 


... 


.. . 


■ ■ "^m- 


». ■■■ 


i. i, . 


K 


... 


\. 


■ K- 


K ■■■ 



(« - 2) Zeilen 
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eJso 



Ist ilj+ 0, dum kann über die i und die Ic bo TeTfQgt werden, daß 

also 

wird. Die letzte Qleiclinng zeigt in Verbindung mit (7): Es liefern 

j;_0, 2it=0, iij+O 
die charakteristischen Bedingnngen dafür, daß ^und g einen 
gemeinsamen Teiler genau vom Grade 2 besitzen. 

Ist dagegen ifj •- 0, dann kann man, ohne alle % und h gleich 
Null anzunehmen, so fiber sie verfügen, daß 

k-k ;.♦.-.- 0, 

f(x)g,(x) - 9(x)f,{x) - l„._,x + l.„_, 

wird. Nach (7) haben f und g einen gemeinsamen Teiler von min- 
destens dem zweiten Grade; durch ihn müßte die rechte Seite der 
letzten Gleichung teilbar sein. Das geht nur dann, wenn 

?„+„_« = 0, ;„+,_, = 0, 

also 

ist. Diese Gleichung behandeln wir wie oben (2) und (6); wir sehen: 
Es liefern 

ü = 0, Bi=0, Bj=0 

die charakteristischen Bedingungen dafür, daß die beiden 
Funktionen f(x) und g{x) einen gemeinsamen Teiler minde- 
stens vom dritten Grade besitzen. 

Fährt man in gleicher Art fort, so erkennt man: Bedeutet 



a, a, a, .. 
0. a, . . 
0, .. 


«.0 
«•-1 <•- ■■ 
«.-■ ».-. ■ ■ 


i. S, 6, . . 
h,h, .. 
i. . . 


K 
'.-■ K ■■ 
K-, K-, ■■ 



(9) S,- 



dann liefert 

(10) ü-0, Ji,-0, 



(« — x) Zeilen 



{»-o,:,2,...). 



(»t — x) Zeilen 



7i,_,-0, B,+ 
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die charakteristiBcben Bedingnngen dafür, daß die beit 
FtmktioDea 

f{x) ond g(x) 

einen gemeinsameB Teiler genau Tom Grade a besitzen. 
Beispiel: Für m = n = 2 ergibt sieb 



Ä=- 



0, O, 0, 





0,«. 


s 


h, l, 4, 





4.6, 


h 



§ 87. Das für t» — « -= 2 auegerecbnete fi erweist sieb in den 
Koeffizienten a, b als isobar vom Gewichte 4, und das R^ als isobar 
vom Gewicbte 1. Dieser Satz läßt sieb auf beliebige m und n er- 
weitern. Setzt man o^, a^Q, Ujp', . . ., »^p" statt a^, 0^,0^,.. ., a„, 
und 6„j ^iPf ^sP'i ■ ■ -t ^„9" statt ftg, 6,, 6,, . . ., ft^ in B ein, so entsteht 



«0 «1* <h9 
Oo a^Q 






J'o ^i9 h9' ■ ■ ■ Kif' 



Zieht man nun in R aus der zweiten Spalte p* als Faktor heraus, 
aus der dritten p', . . ., aus der (»» + «)'*'' Spalte p""*"-', so erscbei- 
nen die Elemente der ersten Zeile in den a mit p" multipliziert, die 
der zweiten, der dritten, . . ., der «*" bzw. mit p-^, p-', , . ., p"""*"^; 
und ähnlich die der Zeilen in den Elementen b. Zieht man diese 
Potenzen des Faktors p ans den Zeilen heraus, so folgt fßr die Deter- 
minante K der Wert 

^_,(-r)-(7)-(;).^ 

Genau in der gleicbeu Art wird bewiesen, daß 



Femer erkennt man sofort die Homogeneität aller 7J„ Ton der Dimen- 
sion (n — «) in den o und von der Dimension (m — a) in den b 
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% 88. Kehmen wir ßlr g die Ableitung von f, also 



(11) 



so folgt ans der Betrachtung der ersten Spalte der Determinante (4), 
daß Rifjf) durch a^ teilbar ist. Wir setzen 



(12) 



±R(f,f')-D(f)-D 



und bezeichnen dies D als Diskriminante ron f. Aus der Bedeutung 
von D folgt: Das Verschwinden Ton D(f) ist charakteristisch 
dafür, daß die Funktion f(x) einen Faktor von mindeetens 
der Mnltiplizität 2 besitzt. B ist homogen und isobar in den 
Koeffizienten von f(x). 

Man kann die Diskriminante auch in der Oestalt einer Determi- 
nante Ton 2{n — 1) Reihen darstellen. Um dies zu bewirken, gehen 
wir TOn der Determinantendarstellung der Resultante R{f, f) aus 



B-i 






". »■ 


• *»- 


o. ... 


«o, 



(»-!)«, („- 2)«,, 
»». (» - l)<«i • 


. 


... 
... 



t(n-l) Zeilen 



>» Zeilen. 



Wir mnltiplizieren die ersten (» — 1) Zeilen dieser Form des D 
mit n und subtrahieren darauf von jedem Elemente der a*™ Zeile 
(«= 1, 2, S, ..., «— 1) das entsprechende Glied der (a-|-l — n)"" Zeile. 
Das ergibt 



'(« — 1) Zeilen 



Entwickelt man die Determinante nach den Elementen der ersten 
Spalte, so folgt 

o - ^S^-Bffi,« -sJ=-,bö;,/'.). 

worin für die Funktionen f^ und f^ 

/;(a;) = Oiaf'-'+2ö,a:™-»+3o,a?"-*H f- tMa„ 



a^ 2aj . 
0, 


. C»-l)«. 


... 

-1 »«,. 


«a. (»-!)<., («-2)», 
»o. («-!)»,. 


.0 


... 
... 
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bzw. 

fj(x) = ma„3f-*-+(m-l)a^x"'-^-\ + 2a„_,« + a„_, 

zu aetzeQ ist. 

Für die Funktion zweiten Grades 

entsteht dabei 

D.= 4aoa, — Vf 
^r die Funktion dritten Grades 

f(x) — Oa^ + o,«* i-diX + a, 
entsteht ebenso 

D — 27Voj*— 18ooa,(i,aj+ 4aoV+ ^^i'^s — «i'V- 

% 89, Wir nehmen nun das Haaptei^bnis der beiden folgenden 
Kapitel als bereite bewiesen zam Zwecke einer neuen DarsteUoug von 
R und von J) TOrans. Diesem Ei^ebnis zufo^ kann man 

g(x)~b^af + 6,af -'+ J,a^-' + ■ ■ ■ ± 6, - boix~x^')(x-x,y-{x-x;;) 

setzen^ wo a^, a;,, a^, .■• die Wurzeln von f(x) = 0, und x,', x^', a^', ... 
die Ton g{x) = bedeuten. Vergleicht man die Koeffizienten gleich- 
hoher Potenzen von x in jeder der beiden Gleichnngen f—0 uod 
3 = 0, so zeigt sich, daß alle Quotienten — j —,—,■• ■ ganz nnd ganz- 
zahlig durch die Wurzeln a^, a;,, Xj, . . . von f(x) = 0, und ebenso die 
Quotienten -^f ^i -^> ■ • • «lurch die Wurzeln a^', a^', x^', ... von 
^(x) ~ ganz und ganzzahlig darstellbar sind. 

Nun besteht die Besoltante R{f,g) nur aus Potenzprodnkten von 
der Form 

Cat V°''i'"%'* ■ ■ - ^o^h^'h^ ■ ■ ■> 
wobei wegen der Homogeaeitat von R in den a und den b den Be- 
dingungen 

«(,+ Xi + x»H = «, Ao+:ii + i,-i — m 

genügt werden muß. Diese Bedingungen ergeben 

und das obige Potenzprodukt wird zu 
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HieraQB ersieht man, daß 

ist, wobei ^'(ar, x') eine ganze Funktion von 3:,, x^, . . ,, x^, aj', . . , 
bedeutet, während die a and die h amtlich verschwunden sind oder 
wenigstens nicht mehr explizit auftreten. Oemäß der Bedentnng von 
R{f,g) verschwindet R und damit 9 für jede Annahme 

/«- 1,2,3,. ..,m\ 
Ah» ist ^a = X(, l,3-.l,2,3,...,«j 

%-'-\"'R{f,g) 
durch alle m • n Wurzel&htoren (x^ — xJ) teilbar, und daher 

m,9) ■äureh a,-b.~n{'.—:fl Ql J'ä'r) ' 
Um den Quotienten zu finden, setzen wir 

Ki>'II(.'^.-'f~l - v/TtSife-^i'K«.-*!') ■ ■ ■ (».-O] 

-V^sfe)-(-i)-"».-/?K(V-»'.)-(V-'^.)] 

Da g{x^) homogen von erster Dimeneion in b^, \, ■ ■ .,\ ist, und 
f{xg') homogen von erster Dimension in den Op, o,, . . ., a^, so folgt 
aus den Schlußformeln der letzten Zeilen, daß die links stehende Funk- 
tion in den a^, a,, ■ ■ ■, a„ homogen von k"' Dimeneion und in den 
bf,f 6,, . . ., b^ homogen von jn"' Dimension wird. Nun hat It{f, g) 
die gleichen Eigenschaften der Homogeneität; daher ist der gesuchte 
Quotient eine numerische Eonstante. Diese bestimmt sich durch Yer- 
gleichang zweier, einander literal gleicher Glieder auf beiden Seiten. 
Dazu wählen wir aus der Determinante R den Smamanden, der das 
Produkt der Elemente der Hauptdia<;onale ist, d. h. a^b^. Der ihm 
literal gleiche Summand der rechten Seite ist 

»nu- ';)(-<) ■■■{-or 

- VK- l)"S.«,'»i'. . .«.T - KK-, 

so daß der Quotient gleich der Einheit und das Schlußresultat 

I it(f,9)-KvnM.-''f') 

(13) 



'.•IIsM 


/«_ 1,2,3, 
V-1,2,3, 




(-i)-i.-/7rtV) 
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Wenn wir in dieae Formel statt g{x) eintragen die Ableitung 
f(cc) von f(x), also » = m — 1 nehmen, so ergibt sich für die Dis- 
kriminante von f die Beetimmimg 

(14) D(f}-a,'-'nf(x.) («-1,2,3,..,».). 
Nun ist nach § 56, S. 68 die Ableitung von f{^x) 

/"{*o) "■ (a^B — %)(^o — ^) ■ ■ ■ (^« — ^a-l)(^a — ^a + l)- ■ ■ (^« — O. 

also 

(15) J'(0-(-i)'^'«.—/7(«,-«,)' («>«. 

Der bloße Anblick der Formeln (13) zeigt, daß das Verschwinden von 
Jf(/', g) charakteristiscli ist für die Existenz einer gemeinsamen Wurzel 
der Gleichungen 

f-O, 9-0, 

und das von I>{f) für die einer mehrfachen Wurzel von f=0. Zu 
erwähnen ist in dem letzten Falle, daß schon die Funktion 

bei einer mehrfachen Wurzel von /"= und nur bei einer solchen 
verschwindet, daß sie aber freilich nicht als ganze Funktion der Koeffi- 
zienten von f darstellbar ist. 



Siebentes Kapitel. 

Die Gleiclmngen zweiten, dritten und vierten Grades. 

§ 90. Die Gleichungen zweiten Qrades, auch quadratische 
Gleichungen benannt, haben die allgemeine Form 

(1) a„3i^+2a^x + Oj = (»o + O). 

Da der Koeffizient von 3^ nicht gleich Null ist, so kann man durch 
ihn dividieren; setzt man 

dann nimmt (1) die Qestalt an 

(3) if-2e^x + c,-0. 
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HieritiiB folgt in einfaclier Weise ein Weg zur LSsnng der Gleichung: 

{x — e^* — Cj*— c,, 
a; — c, — ± yc^ — Cj, 
(4) a; = c, ± W-Cj- 

(4) ist eine Folge von (3). Umgekehrt folgt (3) ans (4); denn es ist 

(c, ± Vc,* - c^* - 2ci (c, ± Vc,' - c,) + c, = 0, 
wie die Ausrechnung leicht ergibt. Daher sind die heiden Werte, die 

(4) bietet, 

(5) x^-^c^-y y(^ — Cf, a:^ = Cj — yc^ — c^ 

zwei Wurzeln von (3) und nach g 43, S. 48 die beiden Wurzeln 
von (3). Ans den dort angestellten Betrachtungen folgt 

X*— 2CjX + <^ = (X — Xj)(x — Xf) — X*~ (ßi +Xf)x + «13^, 

(6) jr, + a^ — 2q, «1 ■ a:j — c,; 

d.h. die Summe der Wurzeln einer quadratischen Gleichung 
ist gleich dem negativ genommenen Koeffizienten der ersten 
Potenz der ünbehannten in der Xoroialform der Gleichung; 
das Produkt der Wurzeln gleich deren absolutem Gliede. 

Geht man amgekehrt von der Aufgabe aus, zwei Zahlen u nnd v 
zu bestimmen, deren Summe gleich a und deren Produkt gleich ß 
sein soll, 

so zeigt (6), daß u und v die Wurzeln von 



[en durch (2) die Wurzeln von (1) 



-«(.«»)■ 



sind. 

Aus den Wurzeln von (3) 
in der Form 

Wir bezeichnen den Radikanden 

(8) ' i{a,a,-a')-D 

und nennen 2) die Diskriminante der Gleichung (1). Dies stimmt 

mit den Festsetzungen aus § 88, S. 106 Sberein, da man hat 

»0 2aj Oj 
2an 2o, — O(|(4aoaj —40^*). 

2af, 2a^ 
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Sind die Koeflizienten ag, a^, o, von (1) reelle Größen, dann ist 
das Vorzeichen von 2) fflr die Natur der Wurzeln von (1) entschei- 
dend. Ist sgn D = —\., dann ist der Radikand positir, und x^, x^ 
werden reell. Ist egn D = -^1, dann ist der Radikand negativ, und 
Xt, x^ werden konjugiert komplex, nehmen also die Gestalt an 

Ist endlich sgnZ) — 0, d.h. i)=.0, dann hat (1) die Doppel- 
wurzel (vgl. § 88, S. 106) 

^'-^» %■ 

Diese Resultate kann man ancK folgendermaßen herleiten. Ans (6) 
folgt zunächst 

(6a) i,+;^__2a, .,!,-* 

und daraus weiter 
(6b) (3;^-a^)»= (:c, + 3;.)»- A^x^x^ = 4^!-4 J = -4 



Bei reellen, voneinander verschiedenen WnrzeLn ist daher D + und 
negativ; bei reellen, einander gleichen Wurzeln ist i? '^ 0; bei kon- 
jogiert komplexen a:, =p + gt, a^ =p — ji ist 

fe-«,)'-{2si)'--4s' (j + 0), 

d. h. sgn 7) = -|- 1. Diese drei Sätze lassen, wie ersichtlich ist, eine 
Umkehrung zu. 

§ 91, Wir gehen zu den Gleichungen dritten Grades oder 
den kubischen Gleichungen über und betrachten zuerst die ein- 
fachste dieser Gleichungen, nämlich 

(9) «'-1-0. 

Da aju ■= 1 eine Wurzel von (9) ist, so ist {a^— 1) durch den Wurzei- 
faktor {x — 1) teilbar, und in der Tat wird 

x^-\^{x-l){x^ + x^\), 

so daß die weiteren Wurzeln von (9) durch 

a:»+a; 4-1 =0 



l+]/8t _ — 1 — V^i 



(3gnV^=-{-l) 



bestimmt werden. Die erhaltenen drei Werte x^, x^, x^ heißen die 
drei dritten Einheitswurzeln. Durch Änsrechnong Qberzeugt man 
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sich leicht ron der Richtigkeit der Beziehungen unter den Wiir- 
zehi Xf, a:, 

Xi^ — Xj, «a* = 3^, 3^a^— 1, ic, + a^ = — 1. 

Unsere früheren Betrachtungen zeigten, daß x^, x^, x, die ein- 
zigen Größen sind, deren dritte Potenz — 1 ist. Wir wollen im 
folgenden 

Xx =■ ß)j, Zf = lOg 

bezeichnen. 

Ist dann a eine dritte Wurzel aas der beliehig gegebenen Größe 
Ä, dann eiod a ■ ra, und a ■ o),' die beiden anderen; also hat man für 
die Kubikwurzel aus A die drei Größen 

§ 92. Ist die allgemeine Gleichung dritten Grades oder die 
allgemeine kubische Gleichung 

(10) Ooa;»+3o,iC»+3fl,a; + Oj-0 K + O) 
vorgelegt, so kann man ihre Gestalt durch die Substitution 

(lOa) «-»-S 

insofern vereinfachen, als die resuLtiereade Gleichung für y, nämlich 

(11) /-3°''7.°'°-y + "■■•-"•'■.•■ +'^''■-0, 

kein Glied mit der zweiten Potenz der Unbekannten aufweist. Wir 
setzen nun in (11) 

(12) "i' — «0«. ^ ^ 2a,' — 8a,a,a. + a,,'<), _ _ 2(, 

wodurch (11) die reduzierte Form 

(13) y'~3ay-2l = 
annimmt. 

um diese vereinfachte Gleichni^ zu lösen, nehmen wir f9r die 
Unbekannte y die Substitution vor 

y^u + v 

und erhalten aus (13) den Ansdrack der transformierten Gleichung 

(m1-(.„s_2&) + 3(M + ii)(uv-a) = 0. 

Jetzt legen wir den beiden Größen u und v die Fordenrngen auf, die 
Gleichungen 

zu befriedigen. Aus der zweiten Forderung entnehmen wir i; = ^ ; 
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diea tn^en wir in die «rate ein, multiplizieren mit u" und bekommen 
nach dieser Multiplikation 

Hieraus folgt durch Lösung der in m' quadratischen Gleichung 

und wegen v ^ am noch 

also Bchließlich 

(14) y^u + V=^Vb+W^~ 



Vö + K'^^^ 

§ 93. Wir müssen diese LSsuag eingehender studieren. Die in 
der Formel auilretende Quadratwurzel hat zwei, nur durch das Vor- 
zeichen unterschiedene Werte, Wird also emer von ihnen, gleichgültig 
welcher, mit VV*— o' bezeichnet, so ist der andere — y^*— »'■ Wenn 
femer nach Festlegung des Wertes der Quadratwurzel der Wert yon u 
80 bestimmt wird, daß seine dritte Potenz gleich (h + y i* — o') bzw. 
gleich (& — y 6* — a') ist, dann hat man für w die sechs Werte 

«- 1). 

Somit hat es den Anschein, als hätte die Gleichung (13) dritten Grades 
die sechs Wurzeln 

yx = M.+ -J («=1,2,. ..,6). 

Dies steht aber in Widerspruch mit Früherem über die Maximalanzahl 
der Gleichungswurzeln und muß aufgeklärt werden. Nun hat man 

also wird 

(15) Mi-w^-ara/ (A = 0,l,2), 

wobei A jeden der drei Werte 0, 1, 2 annehmen kann und muß. Es 
wird daher 
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«1»! 

d. b. y^ bat einen der drei Werte y^, y^ oder y,. Ebenso gilt die 
Beziebung 

«. = u.a.— ■ ■ ■ . ■ ■ , — = fl»)?"'«, , 



Die drei Werte y^, y^, y^ stimmen daher mit den drei Werten 
Vii Vit yt üb^i'^in abgesehen von der Reihenfolge, und die Zahl der 
Wurzeln reduziert sieb auf drei, wie es sein muß. 

Aus (15) folgt, daß man dem y in (14) ancb die Form 



y = \/b-\-Yb'*-a^ + Vb- 



gehen kann. Das ist aber mit einem Mißstände verbtmden, da ja 
wegen uv = a die zweite Wurzel von der Wahl der ersten uhhängig 
und durch sie eindeutig bestimmt ist^ was ja ohne weiteren Zusatz aus 
der Formel allein nicht zu ersehen ist') 

§ 94. Wir nehmen nun an, a und h seien reelle QrÖßen, und 
fragen nach der Realität der drei Wurzeln 

(A- 1,2,3). 

Dabei unterscheiden wir drei FUlle. 

Zuerst sei der Radikand der inneren Wurzel wesentlich negativ, 
also <0, 

fc*_a» = _jt» (Ä + 0), 

und es sei mit reellen ß und x 

Vb-\-yb*—a* = ^h-\-ki = ^ + X» ; 

1) Die unter reeller Fona auftretende LOBoog det kubischen Gleichnng 
wurde von Scipione dal Ferro 1516 gefunden, allein nicht TerOffentlicht. Im 
Verlaufe eines wis sen geh aftlichen Wettstreites würde sie 1635 von Nioolo Tar- 
taglia wieder entdeckt und dem OiroLamo oder Qeronimo Cardano mit- 
geteilt. Dieser machte sie gegen Tartagliae Willen 1516 in seiner „ars magna" 
bekannt und gab zugleich einen Beweis fhr sie. Nach ihm fflhtt sie den Namen 
„Cardanische Formel". 
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dann findet man ß und x dnrch Potenziernng 

(17) {ß+xty~b + H, (ß~xi)^-b-ki, 

ß*+x^=-a, 

vro der dnrch die Eubikwarzelan^ehung rermittelte Übergang Ton 
der vorletzten zor letzten Gleichung eindeutig ist, also rechte nicht 
etwa ao, oder aia^^ auftreten kann, da ja Knks eine poBitire reelle 
Größe atehi Weiter ist unter Benutzung der letzten Gleichung 



and wenn man die Werte von c), und ra,^ einträgt (§ 91, S. 111), 
xi) ß-iVS, 

S,- tf + «i)+ (ß-xi)-2ß. 

Diese drei Werte sind reell; sie sind auch untereinander verschieden. 
Denn ans y,= y, würde » — folgen und daraus wegen (17) i — O, 

was der YorauBBetzuDg widerepricbt, daß sgn (6* — a') 1 ist, 

Ebensowenig kann ^1 = ^8 oder y^^ Vt sein; denn daraus wärde 
X = ± V^ß folgen, und das ergäbe 

i + u^{ß-^Kiy='{ß±Vlß%y=ß\i±V%iy 

~-Sß'; 
also wäre auch hier k ~0, entgegen der Annahme, da 8^' reell ist. — 
Zweitens sei h*—a^=0; dann reicht es aus, in den bisherigen 
Betrachtungen £ — 0, also auch x^O zu setzen. Man erhält demnach 

Pi--ß, y3=^ß. J/,= 2^; 
d. h. die drei Wurzeln sind reeU und zwei einander gleich. — 
Drittens nehmen wir an, es sei 

ft«_o»-+Ä* (Ä + 0), 

und bezeichnen den reellen Wert, den die dritte Wurzel aus (6 + k) 
hat, mit y, also ___ 

Vb + k^Y, 
dann wird 
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il±vli„ 



r — i(. + 7) 



KSiz-v, 



Hier konnten y^ und y, nur dann nicht konjugiert komplex sein, wenn 
man hätte 

y - - = 0; 
daraus würde fo^n 

' ' y' b — fc &' + fc' ' 

80 daß also gegen die Annahme % = wäre. — 

Wir fassen die Resultate der drei Fälle zusammen: Die drei 
Wurzeln der Gleichung 

y»_3oy_26 = 

sind reell und voneinander verschieden, wenn (b'—a") ne- 
gativ ist; sie sind reell und zwei von ihnen einander gleich, 
wenn (6*— o") verschwindet; eine ist reell und die beiden an- 
deren sind konjugiert komplex, wenn (M— a*) positiv ist 

Durch Verwendung von (12) geht der innere Radikand in dem 
Ausdrucke für j/, nämlich 

(&*-«') in ■^[4a,*aj— 3o,*aj'— 60oa,Ojaj+4a|3V+ W] 

Qber. Wir setzen unter Benutzung dieser Funktion 

D •= — r[40i'«s— 3«,'«^' — da^a^Oia, + 4a„aj'+ «o'oj*] 

-".[*(«»«»- «!*)'+ (2V- H«i«i + V«.)'] 

and nennen dieses D die Diskriminante von (11). Die Diskrimi- 
naute von (13) ist demnach 

2) = 4-27(6'-o«). 

Diese Festsetzung stimmt mit unserer früheren Definition öherein; 
denn man sieht leicht, daß 

1 -3a —26 

1 -3» -26 

3 -3a = 4-27(6»- a») = D. 

3 -3a 

3 -3« 
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Man überzeugt Bidi dorcli wirkliche Berechnaiig ohne Schwierig- 
keit von der Richtigkeit der beiden weiteren DarBtellaogen von D in 
Determinantenform 



0^ 20^ o, 

a^ 2a, o, 
Oj 2a, o, 



|2oua,— 2ai* a^aj— o,o, 
\a^ag — a,a, 2aja,— 2o,* 



^ 96. Wir sahen oben, daß eine enge Beziebnng zwischen der 
Diskriminante einer quadratischen Gleichnng und dem Quadrate der 
Differenzen ihrer Wurzeln besteht. Wir wollen nntersnchen, ob Ähn- 
liches bei den Gleichungen dritten Qrades statt bat. Wir schreiben (14), 
indem wir fOr den Äugenblick der £ilrze wegen die ia (16) eingehende 
dritte Wnrzel mit tv bezeichnen, 

Ji — ©jW + ^j ya — o>s*ui + ^, yj = w + ^ 

and erbalten dann 

-3(».+ ^,+«), 

(»,->.) -(«.-<•.')("«- ^)-Vä>(«'-~)' 
<ji,-s,)(<ii-!i,)(<i,-s,) -V^'(«''-$) 

-syWliyb'-a' 

Bezeichnet mau die drei Woizeln von (10) mit :ri, x^, x^, so ist 
wegen (10 a) 

also 

(15») D (»,-a:,)'fe-»i)'(»>-».)'. 

Diese Formel fOhrt ans auf die Beziehungen von sgn 1) zur Realität 
der Wurzeln zurück. Eine der drei Wurzeln a:,, :c,, a;, ist sicher reell 
(8 105, S. 127), es sei dies 2,. Sind aneb a;, und x, reell und vonein- 
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ander rerachiedeo, so ist agn 7) = — 1; für «, — x^ wird sgn i) = 0. 
Ist dagegen 

x^ = p + qi, xt = p~qi (Sf + O), 

so wird 

D = -{2qiy[(p-x,y+q>]' 
und 

sgn D — + 1. 

§ 96. In dem Falle sgn D — — 1 werden die drei Wurzeln der 
kubischen Gleichung reell. Bei der Berechnung ihrer Werte nach der 
Gardanischen Formel wird man von den reellen Koeffizienten zu den 
reellen Wurzeln wegen des imaginären Wertes von Yb^—a* durch das 
Gebiet der komplexen Größen geführt, derart, daß die Wurzeln als 
Summen konjugiert komplexer Zahlen auftreten. Doch ist es unter Be- 
nutzung goniometrificher Funktionen möglich, die Darstellung der drei 
Wurzeln im Gebiete der reellen Größen zu geben. Dies geschieht 
f ol genderm afi en : 

1 o' > 6* ist a positiv und & < "j/a' ; also kann 



(18) 

und deshalb 


a' = p*, — — cos * 


f 


-3as(~2Ä = yä— Sp^y — 2(>co8* = 



gesetzt werden. Treten wir in die letzte Form der kubischen Gleichung 
für y eine Größe u ein, die bestimmt ist durch 

und dividieren das Resultat durch p, so entsteht die Gleichung 

4m* — 3m = cosd. 

Diese Form vergleichen wir mit der goniometrisehen Formel der Tri- 
sektion des Winkels *, d. h, mit 

4 cos' y — 3 cos y = COS fr, 

und entnehmen ihr das Resultat u = cos -^ ; da aber jetzt & ohne 
Änderung der rechten Seite auch durch & + 2x und durch ©■ + 4ai 
ersetzt werden kann, so erhalten wir 
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,* + ^ 



y, = 2l/ö-cos-g-; t(, - 2 ]/« ■ cos -^— ; i/,= 2]/* 

d. h. die Wurzelwerte können in dieBem Falle durch Äasziehung einer 
Quadratwurzel und durch Dreiteilung eines Winkels berechnet werden. 
Der besprochene Fall, bei dem o' > b^ ist, heißt der „casus irre- 
docibilis"; das hier verwendete Wort ,yirreduzibel" hat mit der früher 
eingefuhrteo Bedeutung desselben nichts zu tun. 

§97. Aus (10), S. 112 folgt 

= aa[x'—(Xi + Xi + Xt)x'+(XiX, + XiX,+ XtX,)x~XiXiXt\ 
ond daraus durch Vergleichung entsprechender Koeffizienten 



(19) 



^1 + Xf+ Xg= 

, , 8 

2^1 3^ T ^t^s "T XjXi ■" 



Die linken Seiten dieser drei Gleichungen werden von den ele- 
mentarsymmetrischen Funktionen der drei Größen x^, Xj, Xg 
gebildet, (19) gibt ihre Darstellung durch die Koeffizienten der Glei- 
chung mit den Wurzeln x,, a;,, x^. Mit ihrer Hilfe können wir nun 
folgende Transformation machen: 

»-iw-i(-.+S)('.+3(-.+3 

- T^"'' s ) {"• J )['• J J 

-ä(.+ ^',-':,-'t}(-'i+^''>-<>(-'i-'t + ^'^) 
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-^[«i'+V+V+Swi'CVai+V^+V^) 

+ 3o>,*"(iC,V+«,V + ^»^*) + ^^t^'^^ 
- [y (a^i +■ »»"3:,+ ra»'"«!)] (a—l oder — 2). 

Hiernach ist also die in die Lösung eingehende Kubikwurzel 

eine rationale Fonktion der Warsein Xi, x,, x,, genan wie vorher die 
Quadratwurzel 

Vb'-a* - :^ (xi- «,)(«, - a:,)(a:,-a^). 

Anch bei den Gleichungen zweiten Grades bemerkten wir JJmlicheB. 
Ist die Gleichung 

«03^+ 2aiX + a,— 0, 

dann tritt in ihre LöBung die Wurzel (Gl. (7), S. 1 10) 



2yi 



% 98. Durch die Formeln (19) läßt sich die Aufgabe, die Großem 
u, f, w zu bestiinmen, die den drei Forderungen 
« + V + w — a, 
UV + VW + wu — b, 
uvw — c 
genfigen, in denen a, b, e gegebene Werte sind, auf die Lösung der 
kubischen Gleichung 

ar'—ax'+bx — c — O 

zor&ckßihreD; die drei Wurzeln der Gleichung geben, in ii^ndweloher 
Folge genommen, die Größen u, c, w. 

§ 99. Die allgemeine Gleichung vierten Grades oder die 
biquadratische Gleichung hat die Form 

(19a) Oo**+4a,a;»+6a,a:»+4O(a; + a4=0 (öo + O). 

Durch die Substitution 

X = V — — 
" a. 
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nimmt sie eine Gestalt an, in der dan Glied mit y' wegeilt, tmd die 

wir als Normalform bezeichnen, 

(20) y*+6aj/»+4iy + c = 0, 

wobei 

o," ' «„' ' 

a,'a,-ja„'a.fl, + en,a. '0.-8 0.' 



(Daß eine ähnliche Vereinfachnng bei der Gleichung n*™ Qrades 
durch die Substitution 

hervorgerufen wird, derart, daß in der transformierten Gleichung das 
äUed mit ^~' fortfällt, ist leicht ersichtlich. Auch in diesem Falle 
wollen wir die Bezeichnung Kormalform einfuhren.) 

Wir setzen irau für die unbekannte y eine Samme ans drei 
Sammanden 

dann folgt durch zweimalige Erhebung in das Quadrat 

y»-{s*+fl+u^) = 2{tu + us + st), 
/-2(s»+fH«V+(s'' + **+«y=4((V-i-4MV+s»(*)+8s<My. 
Biese Gleicbut^ wird identisch mit (20), wenn wir setzen 

(s»+ 1'+ u*y- 4(i*M'+ «»s»+ s*t*) = , 

woraTis für die elementarsymmetrischen Funktionen von s*, fi, u' sich 

ergibt 

s'+^+w* 3a, 

(V+ «*s*+ s»i*= -^(Sa^-c), 

tut ■ 1 1.* 

s'vu* =■ -j b\ 

Die drei Größen s', t', «' sind daher (§ 98, S. 120) die Warzeln einer 
kabi sehen Gleichung 

(24) e^+3ae'+^(9a'-e)z~~h*=0, 
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die durch die Substitation 



Übergeht in die Normalform 

(19b) 4w'-(3a»+c)w+(ac-o»-&»)-0. 

Die Äuflöeung dieeer kubiecben Oleichimg liefere die drei Wnraeln 
w^, w„ w,; daim iat 

s' = MJ, — a, fi= Wf— a, «* — «"g — a ; 

s — ± Ywi — a , i = ± yw^—a, M = ± yWf — a. 

Hieriti sind die Vorzeichen der drei Quadratwurzeln nicht nnabhüugig 
-voneinander. Das kommt daher, daß durch den Übergang Ton (22) zu 
(23) fremde Lösungen in das Problem der Bestimmung von s, t, u ein- 
geführt sind, indem zn den Werten, für die stu^ — ^b ist, noch 
durch den Übergang zn s'^u* die Werte hinzugefügt sind, für die 
stU'=' + -^^ wird. Um diese wieder anszueohalten, setzen wir die 
Werte an 

wobei die Yorzeicben der beiden Quadratwurzeln, unabhängig vonein- 
ander, willkürlich gewählt werden können. Geht man mit den vier 
dabei möglichen Annahmen auf die y und von da auf die x zurück, 
80 kommt man auf die Werte 

■i — --^ Vw^^ - -^^ 



'V^- 

-y^- 



1 + 1/«',-«+ 



2]/w, — ol/ic, — o 
6 

6 

syie, — aj/w, — a 
6 



So ist man zn den Wurzeln TOn (19) durch Auflösung einer ku- 
bischen Gleichung und durch zwei Quadratwurzelausziehungen gelangt. 
Aus der Identität 

aoi»* + 4a,a^ + 6a,3^ + 40,3;+ Og— %{x — Xi){x — xi)(x — x^{x — x^ 

folgen die Relationen zwischen den Koeffizienten und den Wurzeln 
der vier Größen (25) 
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X 


+ », + », + !,. 


-- 


I,I,+ «,3 


.+ 


..I, + «iI 


■V X^X^^■ 1,%,- 


- + 


%«. 


',+ 


«,%«,+ 




- + 



(26) 



% 100. Aue (25) erpbt eich sofort durch Addition unter Verwen- 
dung der ersten GleichuDg von (27) 



2« - 2}/«'^ - a — a;, + ar, + -^ - Y (% + «»— a^—^*), 
(27a) 2i — 2 ywg^^ = a^i + ^ -| *■ ~ yC;*^!— ^ + *i— ^Ji 

2» - 2 V^^"^ = j,^ + a;^+ !^ „ i.(a;^_a^_a:j + a!^. 
Man erkennt^ daß die lineare Funktion der vier Wurzeln 

bei allen 24 möglichen Vertauschungen der vier x untereinander 
sechs Werte, und daß ihr Quadrat 

{x^->r X^- Xt- X^^ 
nur drei Werte annimmt. 

§ 101. Bei der Auflösung der Gleichung (19b) ist die Funktion 
Ton Wichtigkeit, die wir, wie früher, als Diskrlminante Ton (19b) be- 
zeichnen and die in engem Zusammenhang mit der Funktion 

^» ~ (wi — «'t)*(«'i — «'«)*("'» — "'s)* 
steht Nun findet man aus (2ö), wenn man die Wurzel w, einführt, 
3^— x^ = 2(yw, — a + y^fg — ö), s^ — x^'- 2f ]/«!, — a + V'w, — o), 

^1 — ^* — 2(1/», — o + l/wj — a). 
iE, — 3^ — 2(v'tt', — a — Vw, — a), x^— «4 — 2(1/«', — o — VtCg — a), 

a^ — i^ — 2(]/mji — o — V'wj — n) , 
und daraus, wenn wir abkürzend 

A. - ("^, -«i)'(% - ».)'(i, -«.)'fe, - Ji)'{i,-«,)'(«, -ij' 

setzen, die Beziehung 



■i) 



A. — 4'A . 
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Gesetzt nun, alle vier Wurzeln Xi, Xf, x^, x^ wären reell, dann 
wird A^, also auch A„ positiv, oder beim Anfireten gleicher Wurzeln 
A, = 0, A„ = 0. 

Sind zwei der Wurzeln, etwa x^ und x^, reell and voneinander 
verschieden, während die beiden anderen konjugiert komplex sind, 
Xf =-p + 3», x^ =p — qi bei 3 + 0, dann wird 

^. = («1 — ^)* ■ [(.«1 — p — 9*Xa^i -i» + 2O]* 

■[{3^i-i'-2t)CaT,-J' + 9»)]'-(29»? 

also 

sgn A, — sgn A„ = — 1. 

Bilden die vier Wurzeln zwei Paare konjugiert komplexer, voneinander 
verschiedener Größen 

ar^ — t» + »t, x^^ m — ni, x^—p + qi, Xt '^p — qi, 
so wird 

A, - i2niy(2qiy[{ni-py + {n-q)'y.[{m~py + (n + qn 
^n A, — 8gn A. — + 1. 

Umgekehrt: Hat die Gleichung (7) in w drei reelle Wurzeln, 
dann ist 

sgn A. — egn A, — + 1 , 

so daß die Gleichung (19) in x entweder vier oder keine reelle Wurzeln 
besitzt. Hat die Gleichung in w nur eine reelle Wurzel, dann ist 

sgB A„ — ^n A, — — 1 , 

so daß die Gleichung io x zwei reelle Wurzeln besitzt. Hat endlich 
die Gleichung in tv gleiche Wurzeln, dann ist 

egn A„ — sgn A^ = 0, 

so daß die Gleichung in x ebenfalls gleiche Wurzeln besitzt. 

Wir nennen nun die Gleichung (ISb) in w die kubische Besol- 
vente') der Gleichung (Id) in x und &saen die in diesem Paragraphen 
hergeleiteten Resultate so zusammen: 

Hat die kubische Resolvente einer biquadratischen Glei- 
chung drei reelle, voneinander verschiedene Wurzeln, so hat 
die biquadratische Gleichung nur verschiedene, und zwar 



1) L. Euler nennt „aeqnatio lesohens" eine Gleichung niederen QiadeH, 
durch deien LCsiiDg die LOsong einer Gleichung höheren Grades vermittelt wird 
(Comment. Acad. Petrop. ad annum 1739 et 17S3, T. TI, p. 820). 
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keine oder Tier reelle Warzeln. H&t die kubische Resol- 
vente nar eine reelle Wurzel, so besitzt die biqnadratische 
dleicbuiig zwei verschied ene reelle uod zwar konjugiert 
komplexe Wurzeln. Hat die kubische ResolTente gleiche Wur- 
zeln, so anoh die biquadratische Qleichnng. 

§ 103. Die Darstellui^ der Wurzeln a\, x^, x^, Xi als Radikal- 
größen der Koeffizienten a^, Oj, . . ., a^ geschielit nach unseren Ent- 
wicklungen auf folgendem Wege: Zunächst ist die Gleichung (19b) in 
tc aufzulösen. Dies erfordert die Äusziehung der Quadratwurzel aus 
der Diskriminante der te und führt ej}f 

{Wi — M>j) (w^ — Wg) (Wj — MJj) 

- ± 4' (arj - oij) (a^i - 3;j) (a;, - ««) (a^ - «j) (a^i - a;J (a^ - a: J, 
also auf eine rationale Funktion der Wurzeln cc. Der zweite Schritt be- 
steht in der Äusziehung einer Kubikwurzel und führt auf die Funktion 

-g-(Wl-h OJgWj+ Og'Wj). 

Nun liefert (21) wegen (3) 

^1 = -j(^^ + ^a^i) - iäC^ + ^»)(^» + ^*)' 

und es wird 

-3-(M'i+mgM'j+iu»*Wg)=^[(a;,a^-|-a;aa;4)-|-ras(^a^+3:j3;i)4-iUjVi^i+3;s^a)]. 

also eine rationale Funktion der Wurzeln x. Der dritte Schritt fordert 
die Quadratwurzeln 



nach (25) haben diese die Werte 

(^1 + a^ — Xi — x^, {x^ + Xt — Xj- x^), (a::i — a;^ + a;, + x^), 
sie sind also wiedemm rationale Funktionen der vier Wurzeln x^. 

% 103. Die vorgetragenen Löeuagsmethoden für die Oleichungen 
des dritten und die des vierten Grades stammen von Euler, der sie 
in den Gomment. Acad. Petrop. VI, p. 216, derart darlegt, daß er bei 
der kubischen Gleichung 

x^ =" ax + i 
fßr X einsetzt 
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und bei der biquadratischeu Gleichung 
far X 

x = VÄ + YB + yc. 

Andere Lösnngsmethoden sind folgende: R4n6 Deacartes setzte 
(Geom. in. 1637) 

x'+ ax*+bx + c^- {x'+px + q)(x*-px-i-r) 
and berechnet die Unbekannten p, q, r mit Hilfe einer kubischen 
Gleichung; die biquadratische GUeichung zerfällt dann in zwei quadra- 
tische Gleichungen. 

Lnigi Ferrari, ein Schiller des Cardano, bildet (1545) 

s^-^^a3?+h3? + cx + d- {x* + ax-\-F)*~{Qx + R)\ 

berechnet aus dieser Annahme P, Q, R und findet dann die vier Werte 
Ton X durch die Lösung der Besolvente 

x' + ax + P'^±iQx + B). 
Auf eine Lösung TOn prinzipieller Wichtigkeit, die Lagrauge 
gegeben hat, werden wir später einzugehen haben. 



Achtes Kapitel. 

Wnrzelexistenzbeweise. 

§ 104. Die Frt^ nach der Existenz der Wurzeln algebraischer 
Gleichungen ist im Toranfgehenden för die Gleichnngen der Tier 
niedrigsten Grade durch die Herstellung der Wurzeln erledigt worden. 
Für die Gleichungen ffinften (und jedes ungeraden) Grades ist die 
Existenz einer Wurzel leicht aus Gründen der Stetigkeit herzuleiten; 
daraus folgt die Existenz bei den Gleichaugen fünften Grades durch 
Herausziehen eines Wurzelfaktors das Vorhandensein von vier weiteren 
Wurzeln als Wurzeln einer Gleichung vierten Grades, während dieser 
Schluß bei den Gleichungen höherer Grade versagt, da er zwar von 
den Gleichungen ungeraden Grades auf die um eine Einheit im Grade 
geringeren, also auf Gleichungen geraden Grades zorQckfQhrt, für diese 
aber vollkommen im Stiche Uißt, sobald das absolute Glied des Qlei- 
chungspolTuoms positives Vorzeichen hat. 

Der Beweis für die Gleichungen des Grades (2n + l) mit reellen 
£oe{Szienten a,b, . . ., d 

f{x) = a:^"*' + ax^' + bx^" ' + .-■ + d - 
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gestaltet sich so: Es ist das GleichmigspolTiiom zunächst in die Form 
zn bringen 

weiter kann (§ 36, S. 40) eine absolute Größe l gefunden werden, 
derart, daß fiir jedes x, bei dem j^j > | ist, die Klammer auf der 
rechten Seite der letzten Qleicbang beliebig wenig TOn ihrem ersten 
Summanden 1 abweicht, also hier insbesondere, daß sie positiT ist. 
Daraus folgt dann 

Bgaf{x) — sgn a:*""""' — agn x, wenn |a;| > |; 
also wird f(x) för hinreichend hohe positive Werte von x positiv and 
für hinlänglich hohe negative Werte von x negativ. Es läßt sich dem- 
nach ein Intervall von + Xq bis — x^ bestimmen, in dessen Anfangs- 
punkt f{x)'=f{Xf^) positiv, hingegen in dessen Endpunkt /■(«) = /■(— a:,) 
negativ ist. Wegen der Stetigkeit von f{x) nimmtdie Funktion jeden 
Zwiachenwert im Intervalle {x^---—x^ an, also auch den Wert 0. 
Geschieht dies für den Wert x'^ ?(,) ^^ ist f{^ — 0, d. h, Sj ist ein 
Wurzelpimkt von f{x}. 

Ffir Gleichungen geraden Grades mit reellen Koeffizienten, deren 
letzterer — das absolute Glied — negativ ist, 

f{x) ^3?" + «3;"-^ -I- 6a:'"-* + . . . + c (8gnc = - 1), 

kann man ähnlich schließen: Zunächst läßt sich eine absolute Größe % 
bestimmen, so daß für jedes x, deren Betrag die Größe | fiberschreitet, 

sgn A^o) = 9g° 3^'" = + 1 {\x\ > I) 

ist. Weiter hat man für das absolute Glied des Gleiohimgpolynoms 

Bgn /"(O) — sgn c ^ 1. 

Es geht daher f(x) in jedem der beiden Intervalle (a^ ■ ■ ■ 0) und 
(0 ■ ■ ■ — sTo) durch Null, d, h. in jedem von ihnen befindet sich ein 
Wurzelpunkt des Polynoms f{x). Durch diese Schlüsse ist die Existenz 
zweier Wurzeln, einer positiven und einer negativen, der Gleichung 
f{x) = sichergestellt. 

% 105. Der Erste, der einen strengen Beweis für die Existenz 
der Wurzeln einer itUgemeinen Gleichui^ «"" Grades gab, war 
C. Fr. Gauß in seiner Doktordissertation, Helmstädt, im Jahre 1799. 
Er ließ seinen Darlegungen eine Kritik der bis dahin gemachten Be- 
weisversuche voraufgehen und wies ihre Unhaltbarkeit oder Unvoll- 
ständigkeit nach. In der Folge veröffentlichte Gauß noch drei weitere 
Beweise, deren letzter mit dem von 1799 in dem wesentlichen Ge- 
dankengange übereinstimmt, während die beiden mittleren auf völlig 
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anderen Prinzipien beruhen. Nacli Oanß wurde noch eine ganze Reibe 
Ton Bewei^^gen gefunden, TOn denen wir einige, ihrer Anlage nach 
Terschiedene, besprechen wollen. Wir beginnen mit dem vierten Qaeß- 
schen Beweise, der eich Tom ersten durch die offene Benutzung der 
komplexen Größen unterscheidet, die in diesem nur versteckt auftreten; 
dann aber auch dadurch, daß der vierte Beweis die Existenz sämt- 
licher n Wurzeln mit einem Male darlegt, während der erste scbritt- 
weise vorgebt, wie das im ersten Paragraphen dieses Kapitels ange- 
deutet ist. Da diese Methode die Darstellung einfacher gestaltet, ao 
wollen wir ihr folgen, also die Existenz einer Wurzel fQr jede alge- 
braische Gleichung n*™ Grades nachweisen. 
% 106. Die zu lösende Gleichung sei 
(1) f{x) s X" + Ax^-' + B3f-* + 0, 

wo Ä, B, . . . komplexe Größen bedeuten, deren Normalform durch 
die Festsetzungen (vgl. Gmndlehren I, 1, S. 376) 



^=-o[^b], £-6["/j], 



gegeben ist. Auch f9r das Argument x tragen wir in f{x) die Normal- 
form komplexer Größen in der Gestalt (rgL Grundlehren ibid.) 



'[>] 



ein; wir fassen dabei r und p als Polarkoordinaten des Punktes x in 
der Ebene der komplexen Werte auf. Durch diese Einführungen gebt 
f{x) bei Trennung des reellen Teils vom imaginären in die Form 
{T-k-iJT) über, wobei sich ei^ibt 

,2,p = r''coB*ie-t-ar-'eos[a-|-(M-l)p] + &r"-»co8|j3-|-(M-2)p]-|— •, 
^ ■'|cr-r"siniip-(-ar— »sin[a + (M-l)9] + 6r"-'8inlj3 + (M-2)e]-|---. 

Jede Wurzel von f{x) =- ist folglich dadurch charakterisiert, daß 
für die ihr zugehörigen Werte r, q gleichzeitig T und JJ verschwinden. 

Zunächst wollen wir aus der unendlich ausgedehnten Ebene ein 
endliches Flächenstilck herausschneiden, außerhalb dessen sicher kein 
Wnrzelpunkt von f{x) vorhanden ist. Am einfachsten ist es, filr dieses 
Flachenstüek das Innere eines Kreises mit dem Mittelpunkte « = zu 
wählen, d. h. ßr r eine Grenze zu bestimmen, die der absolute Be- 
tr^ einer Wurael von /"— nicht überschreiten kann. 

Zu diesem Zwecke betrachten wir die Gleichung für r als Un- 
bekannte 
(3) -^r" - (or-i -1- 6»--»+ ■■■)= Q{r) = 0, 
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die wir in die Form bringen wollen 

(3a) ^ = or-^ + (.»■-» + ■.■; 

aus ihr geht hervor, dafi die Gleichung (3) eine reelle Wurzel, und 
zwar eine wesentlich positive hat. Denn die rechte Seite der Glei- 
chung (3a) nimmt für wachsende Werte von r stets ab; ferner hat 
aie für r = den Wert oo, und für r — oo den Wert 0, nimmt also 
einmal und nur einmal für ein positires r — B d«i Wert der linken 

Seite l/y an. Demnach ist es klar, daß för jeden positiven Wert 

von r, der > R ist, der Wert Ton 

(4) ^r._(„^-. + 6^-. + ...)_«(,) (,>B) 

positiv sein wird. Das gleiche gilt von der Funktion 

(6) i;J-[(«-I)or—+K»-2)r— +•.•]-«», 

da sie das n-&cbe der BVnktion Q{r) um die poeitiTe Größe 

or"-'+ 2&i—'+ 3c»— » + ■ • ■ 
übertrifft. 

§ 107. Es ist nun leicht zu sehen, daß keine Wurzel der Glei- 
chung fix) = einen absoluten Betrag haben kann, der größer als R 
ist, daß also keine der vorhandenen Wurzeln außerhalb des Kreises 
mit dem Zentrum und dem Radius R sich befindet Ist nämlich ein 
Punkt mit r = r^ > J2 und beliebigem Werte von q gegeben, so ist 

für diesen entweder cos «p ^ ^ oder siuBp^— =; daher wird T 

■^ — j/2 "^ — >/2 ' 

bzw. U aus (2) größer als Ö('*o) o^ßi" gleich Q{rg}, also positiv, wie 
dies sofort die Vei^leicbung der einzelnen, einander entsprechenden 
Glieder der beiden Polynome zeigt. Wenn d^egen für den Punkt 

cos MO :< oder sin ng <~ —r ist, dann wird T bzw. U aus (2) 

«- _ ^2 fc- „ ^2 ' 

kleiner als — Qi^ö) <>der gleich ~ Ö(''(i)j *lso negativ, wie die Ver- 

gleichiing von T bzw. ü mit — Q'{r„) zeigt. Wegen der Beziehung, 

die für jedes p gilt, 

sin'Mp + co8*np ■— 1, 

muß für jeden Punkt einer der vier Fälle, die wir soeben angeführt 
haben, irämlich 

cos Mp ^ --- , sin no^—^, cos ng < ._ , sin np < r-- 

" — }/2 ^ — )/2 — yi' ' — Vi 
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eintreten; daher können bei fp^-R niclit T tmd ü gleichzeitig ver- 
Bchwinden und ebensowenig kann ee T -^ iü = f{x). 

Um dos Verhalten Ton T und U in Beziehung aof die Vorzeicheii 
und deren Wechsel bei einem bestimmten, ü überschreitenden Werte r^ 
Ton r noch mehr ins Licht zu setzen, lasse man r konstant ~ r, sein, 
und p alle Werte zwischen zwei, um 3» Toneinander yerschiedenen 
Grenzen dorchlaufen. Dazu kann, wenn tz"^ °> ^^^ Abkürzung gesetzt 
wird, — (0 und (8» — l)(a als untere und ober« Grenze gewählt wer- 
den. Den ganzen Zwischenraum teilen wir dann in in gleiche Teile, 
so daB der erste sich von — o> bis + la, der zweite von m bis 3 a), 
der dritte von So» bis 5(0, . . . erstreckt. Diese Intervalle bezeichnen 
wir mit [1], [3], [3], - ■ ■, [4n] und sehen sofort, daß in 



(6) 



[3] <sosnii£ — ~, r<0 



[4] .m«pi- 
[6] cos»>^-!=-, J'>0 



.^• 



[6] 



Ut. Um das Verhalle« von T m deo IntepvnUeD [2], [4], [6], . . . 
und das Ton V in den Intervallen [1], [3], [5], ... feetzostellen, bil- 
den wir die Ableitungen T, V beider Funktionen nach der Grd8e q 
als unabhängigen Veränderlichen. Man erhält dabei 



(') 



IT— — «)*Bin«e — (« — l)iu-"-i sin ((» — !) p + «) 
— («— 2)ftr— »Bin((M — 2)(» + j3) — • 
JJ'— Mr" cosn^ + (m — l)ar"-' cos(C«— l)p + a) 
+ («— 2)6r"-' co8((«~2)p + |3) + • 



Die eben besprochene Beweisfülirung, ans der (6) folgt, läßt sich nun 
auch auf J", JJ' und Q' in (5) anwenden und ergibt: es ist in 

[1] 0"'>0; [2] r<0; [3] J7'<0; [4] r>0; 

[5] f7'>0;' [6] r'<0; .... 

Hieraus und in Yerhindnng mit (6) zieht man folgende Schlüase: 

In dem ersten Intervalle, d. i. von p — — lu bis p — -|- (o ist T 
stets positiv, JJ hingegen ftlr den Änfangswert negativ, flir den End- 
wert positiv, mithin dazwischen gewiß einmal — 0, und zwar nur ein- 
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mal, da wegen CT > der Wert von U im ersten Intervalle stets 
wächst. 

In dem zweiten Interralle, d. i. von e-^ + robiep — + 3(» ist 17 
stets positiv, T zu Anfang positiv, am Ende negativ, dazwischen ein- 
mal — 0, und zwar nur einmal, weil in dem ganzen Intervalle 2" < 
ist, T also stets im zweiten IntervaUe abnimmt. 

In dem dritten Intervalle ist T stets negativ, JJ einem Zeichen- 
wecbsel nnterworfen, eo daß einmal ü=0 wird. 

Im vierten Intervalle ist 17 stets negativ, T einmal = 0. 

In den folgenden Intervallen wiederholen sich in gleicher Ord- 
nung diese YerhältniBse, so daß das fünfte dem ersten, das sechste 
dem zweiten usf. gleich steht. 

Den Punkt des zweiten Intervalles, in dem T verschwindet, be- 
zeichnen wir mit {Ij; den im vierten, sechsten, achten, ... (Sa)"" 
Intervalle, in dem T— wird, mit {2} bzw. mit {3), {4}, . . ., [a], 
bis zu dem Punkte {2n} des (4w)'™ Intervalles, für den T ver- 
schwindet. Man bemerke dabei, daß fQr die Punkte {]|, (3}, (5), ... 
die Funktion ü positiv, fOr die Punkte |2}, {4), (6),... hingegen 
negativ sein wird. 

§ 108. Die Gesamtheit der Punkte in unserer Ebene, für die T 
positiv ist, bildet znsammenhSngende Flächenteil^ wie fast von selbst 
erhellt, wenn man erwägt, daß bei einem stetigen ITbeigange von einem 
Punkte zu einem anderen T sich stetig ändert; solche F^chenteile 
mSgen als solche „erster Art" bezeichnet werden. Ebenso bilden sämt- 
liche Funkte, für die T negativ wird, zusammenhängende Flächenteile. 
Zwischen den Flächenteilen der ersten Art und denen der zweiten 
liegen Punkte, in denen T = wird. Diese Punkte können nicht auch 
FlächenstUcke, soadem nur Linien bilden, die einerseits die einen, an- 
dererseits die anderen Flächenteile begrenzen. DaB diese Punkte keine 
Fläche erfüllen, sieht man leicht. Erfüllten sie ein Flächenstück, dann 
verbinde man einen Ponkt in seinem Innern dorch einen Strahl mit 
dem Anfangspunkt der Koordinaten; alle Punkte des Strahls hätten den 
gleichen Wert p, des Winkels p ; und die Gleichung vom »'" Grade in r 

r" cos «pi -|- or"~' cos (a + («— l)pj) 

+ 6r"-*coa((J + (M — 2)p,)-| 

hätte unendlich viele Wurzeln, ohne doch bei passend gewähltem g^ 
identisch zu verschwinden. 

Die außerhalb des Kreises r = r^ liegende Fläche entlüilt » Flächen- 
teUe der ersten Art, die mit ebensovielen der zweiten Art abwechseln, 
und von denen jedes, von einem Stücke der Kreislinie r ^ f^ ^ ^^~ 
sammenhängend sich ins Unendliche erstreckt. Zugleich aber ist klar. 
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dafi jedes dieser FläclienEtücke sich über die Kreislinie hinweg ia den 
inneren Ranm fortsetzt. Wir wollen eine Begreninngslinie eines sol- 
chen Flächenstückes in d&s Innere des Kreises r — r^ hinein yerfolgen 
nnd zwar etwa die im Punkte { 1 } des Interralles [2} einsetzende Linie 
2^ — in der Richtung von außen nach innen. Ist das der Fall, so 
hat man beim Eintritt ins Innere des Kreises von ( 1 } ans ein Flächen- 
stfick mit positivem T zur Linken und eins mit negatirem T zur 
Rechten der Fortschrittsrichtung. Dies bleibt unveriindert, solange die 
Fortschrittsrichtung unzweidentig gegeben ist. Wenn dies aber auf- 
hört (was nar da eintreten kann, wo sich die Linie T -■ in mehrere 
Teile spaltet), dann wähle man als Fortsetzung einen solchen Teil der 
Linie, daß auch für ihn ein Flächenstück mit positivem T znr Linken 
und eins mit negativem T zur Rechten der Fortschrittsrichtung liegt 
(was nur bei einer Spaltung der Linie 2" — auf mehrere Arten ge- 
schehen kann). In dieser Weise gehe man fort, bis man wieder an 
den Kreis r — fg gelangt. Dann bat man beim Austritt aus dem Innern 
des Teils T > zur Linken, also beim Eintritt umgekehrt znr Rechten. 
Also gehört der Punkt zu der Reihe {2}, {4}, {6}, • - -, |2n}, durch 
die man bei wachsendem p von negativen zu positiven Werten von T 
fibergeht. Nun sahen wir am Schlüsse von § 107, dafi in den Punkten 
{1|, {3}, [öj,-. tr positiv, und in den Punkten {2|, {4}, {6), ■■■ 
U negativ ist. Die von uns durchlaufene Linie ({1| *■ (2x}), fUr 
deren Punkte T = war, beginnt also mit einer Stelle, in der £r> 0, 
und endet mit einer solchen, in der Ü <0 ist. Folglieh hat man beim 
Durchlaufen mindestens eine Stelle passiert, in der ü — ist, d. h. da 
in ihr auch T = wird, einen Wurzelpunkt von f(x). 

Hierdurch haben wir den Beweis für die Existenz einer Wurzel 
geliefert. Seine Stärke beruht in der großen Anschaulichkeit der 
Schlüsse; seine Schwäche in der als selbstverständlich angenommenen 
Identität geometrischer und analytischer Stetigkeit. Auf die hierbei 
auftretenden Schwierigkeiten haben wir schon oben (§ 30, S. 33) auf- 
merksam gemacht. 

% 109. Auf ganz anderen Überlegungen beruht ein von Cauchy 
gegebener Beweis der Wnrzelexisteuz (Analyse algebrique, 1821, chap.X, 
p. 329ff.). Cauchy geht so vor. 

Gesetzt, f{x) = sei die zu lösende algebraische Gleichung w*"" 
Grades, und x^ ii^endein konstanter Wert. Wäre f{Xo) ^ 0, so bättea 
wir in x^ bereits eine Wurzel der Gleichung f{x) = 0. Wir nehmen also 
an, es wäre {{x^ + 0. Ferner möge f-^\x^) die erste nicht verschwin- 
dende der Ableitungen 

('•) rw, rw, • ■ •, f">M 
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Bein. Dafi dieBe Reihe nicht «us lauter verschwindenden Gliedern he- 
eteht, folgt awB (7) § 32, S. 37. Denn es wäre sonst 

f(x,+h) - fix,) + nxo)T+ r(a'o)^ + ■ ■ ■ + /■'■"K)^, 

woraus unter dieser Ann^me folgen würde, daß f(^o + A) unabhängig 
Ton h, also eine Konstante wäre. Man erhält nnn, wenn /^''(a;,) das 
niedrigste Ton Nnll verschiedene Glied aus (7 a) bedeutet, 

I fti.) lSi|^+ »l«!.)" j + ui + ijift«.)" 1+ ■ 
und wenn wir die Normalformen für komplexe Größen einitihren, 

" "('.) 



*-"[>]' Sm-'-l!''-] («-'.»+1.-.«). 



dann ergibt sich 

(8) I ß^^tS j ^ j 1 + ,^j<[^(i. + ,J] I + ,,^, j,.t. + ,,^,(,i*. + . . .. 
Zunächst setzen wir to — — j — - , also 

[> + ,,)] -[>]--!, 
und beBchriinken ^ durch die Bedingung 

(jp'<l, also e <"[/■(-■ 
Dadurch entsteht als erstes Glied der rechten Seite von (8) 

\l-t,Qi\-l-t,,f' 

und daraus 

Jetzt verfügen wir, was nach § 32, S, 37 stets möglich iet, über die 
Größe Q derart, daS die letzte Klammer positiv ist, die rechte Seite 
daher < 1 wird. Die linke Seite ist ihrer Natur nach positiv; dem- 
nach erhalten wir fßr hinreichend kleine Werte von q 

l««.+ *)l<l/'WI (»-e[I^']il«ä:.)l>o). 

Dls.zodB.GoOl^lC 
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Gesetzt nnn, dleFonktion |^(x)i nehme an izgendeiner Stelle eioeu 
Minimalwert an, etwa fflr X'^Xf, so muB \f(x^[ — sein, da sonst 
die letzt« Relation zu dem Widerspräche leiten irfirde, daB (x^+h) 
anf eine Norm |/'(Xo+A)| fElhrt, die kleiner ist als |/'(ii^)|- Aus 
I f{^) I ~ ^ foig^ dann sofort /"(ar,) — 0; d. h. a^ ist «ne Wurzel ron 
f{x) — 0. Auf diese Weise ist das Bestehen einer Wurzel von f{x) 
nachgewiesen. 

§ 110. Hierbei ist zu bemerket!, daß dieser Beweis das Bestehen 
eines Uinimnms fSr den absoluten Betr^ von f(x) Totaassetzt. Das 
ist aber keine Helbstrerständliehe Annahme. Ist z. B. der Inbegriff aller 
reellen unechten Brüche voi^el^^ so gibt es in diesem ZahlensjBtem, 
zu dem ja die Einheit nicht gehörig kein Minimum. Wir vollen etwas 
genauer auf diese Verhältnisae eingehen. 

Ist ein System S Ton reellen Zahlen gegeben, die sich nicht ins 
negatlT Unendliche erstrecken, dann gibt es eine Zahl g ron folgen- 
der Beschaffenheit: 

I. Im Intervalle (^oo---g) kommt keine Zahl Ton S vor; and 
H entweder a) g gehört zu S; 

oder b) in jedem Intervalle (g---g + d) bei jedem positiven, 
noch 30 kleineu d liegen Zahlen, die zu S gehören. 

Dieses g beißt die untere Grenze fQr 8, und im Falle IIa 
das Minimum von S. 

In der Tat, es reicht aus, am dies einzusehen, einen Dedekind- 
achen Schnitt (^, S9) zu konstruieren, wo % alle Zahlen a umfaßt, 
fOr die das Intervall (-~m---a) keine Zahl aus S uniBchließt, und HS 
alle Zahlen ß, fOr die das Intervall (— n ■ ■ - ^) Zahlen aus S umschließt. 
Dann ist (9, 99) —ff, wie sofort ersichtlich ist. 

Ist S' ein Teil von S, so hat auch S' eine untere Grenze g', die 
^g ist. Auch das sieht man sofort. Ygl. Grundlehren I, S. 331. 

§ 111. Für unsere Zwecke Ist es erforderlich, folgenden Satz 
zu beweisen: Wenn 8 eine beliebig kleine positive Größe < 1 
bedeutet, dann kann man eine absolute Zahl r^ > 1 von der 
Eigenschaft bestimmen, daß für alle Werte von x, deren 
absoluter Betrag größer ist als r^,, der absolute Betrag der 
ganzen Funktion 

fix) - a^^ + a.x"-' + a^itf-' + ■ ■ ■ + a^ K + Ö) 

gleich einem Produkte 

j«o3?*|-(i + tf) (l*!<a) 

wird. Aus der Gleichung folgt zunächst für jedes x 
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und daraus 



a ar> + ... + =■ I- 



?'-• i 



*l^|. 



K+0), 



0,«"=^ ^ |a, M I a, 1^ ^ I . 
Ist nun () der größte Wert unter 

1^1. 1^1 •■■■ 1^1 

so liefert seine EtnfQiirung 

und da |x| > 1 und gleichzeitig |x| >rg ist, 

Setzt man jetzt 

'■,>l+-|- (W>r.>l + A), 

SO kommt mau auf 

i-»s|£||sn-«, 

|0.«-|(l-«äl«:«)lä(l + *)K«-|, 

Iftl)! -!«.:!?■ |(1 + .) (W<«). 

Hierdurch ist die Richtigkeit des behaupteten Satzes nachgewiesen. 
Wir können ihn auch so aussprechen, indem wir ihn in geometrische 
Fonn kleiden: f{x) kann außerhalb eines mit dem Radios r^ 
um den Koordinatenanfangspunkt geschlagenen Kreises 
für keinen Wert von x verBchwinden. Femer köiinea wir diesen 
Kreis durch ein Qnadrat mit den Ecken (r^, r,), ( — r^, r^, (— »"o, — r^), 
(fg, — rg) setzen; denn das Quadrat schließt ja den Kreis vollkommen 
ein, da die Seiten des Quadrats Kreistangenten sind. Ebenso ei^bt 
eich, daS die untere Grenze des absoluten Betr^es \f{x)\ im Innern 
des Kreises und des Quadrates zu suchen ist. 

9 112. Knn ist es leicht zu zeigen, daß diese untere Grenze Ton 
\f(x)\ ein Minimum ist, also für einen Wert von x — y + ie auch wirk- 
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lieh erreicht wird. Sie hat den Wert 0. Nun sei PaQ^S^Sf, das im 
vorigen Paragraphen definierte Quadrat von der Seitenlange 2r^. In 
seinem Innern liegen Punkte 
(y/e), für die \f(if + ie)\ der 
Urenze Null beliebig nahe 
kommt. Durch Parallele zu 
den Seiten teilen wir Po(>,j^iS|, 
in Tier kongruente Quadrate 
Ton der SeitenEnge r^. Min- 
destens eins dieser vier Qua- 
drate enthält dann Punkte (y/s), 
für die \f(x)\ beliebig klein 
wird, in seinem Innern oder 
auf Beiner Begrenzung, soweit 
diese nicht zugleich zur Be- 
grenzung von Pf^Q^S^Sg ge- 
bort. Das Quadrat mit dieser 
Grenze sei P^Q^RiSf, seine 
Seitenlänge ist r^. 
Dieses Qaadrat zerlegen wir wieder durch Parallele zu den Seiten 
in vier kleinere, von denen wenigstens eins P^Q^S^S^ Punkte der 
oben ang^ebenen Eigenschaft besitzt und deren Seiten^uge -^r^ be- 
tritt. So können wir fortfahren und kommen zu Quadraten P^Q^M^S^ 
von der Seiten^ge 

5^--. («-(',1,2,3,..,), 

die demnach beliebig klein gemacht werden kann. 

Wir bezeichnen die Koordinaten von P„ durch i}^ und ^„, die 
von Ma durch ij^ und £^; dann definiert die ansteigende Folge 

Vi, ^a, ^i> ■ ■ > Va, »^a + l. ■■■ (ix + l^'Jx) 

zusammen mit der absteigenden 

Vi, Vi\ Vi, ■ ■ ; vL, vUi, ■ ■ ■ ('?« + ! ^'J.) 

wegen 

V^~V.~ ä^.n 
einen Dedekindschen Schnitt, dessen Wert wir durch y — .4 be- 
zeichnen. 

In ähnlicher Art definieren wir den Wert z •= S mittels des 
Schnittes, der durch die beiden Folgen 

?i, Es, £,,... und £/,£,;£/.■■■ 
bestimmt ist 
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Dann liegt der Punkt x — y + ie^A + iB in einem jeden der 
Quadrate 

P.QaKS. (« = 1,2,3,. ..). 

Nun kann man wegen der Stetigkeit der Funktion f{x) ein Quadrat 
F,Q,Il,S, angeben, diesen Punkte x — y-^ie sämtlich die Un- 
gleichung befriedigen 

\f(x)\-\f(Ä + Bi)\<S, 

in der d eine beliebig kleine vorgegebene Größe bedeutet. Anderer- 
seits gibt es in P^Q^R^S^ mindestens einen Punkt x — %, fär den 

ist. Aus den letzten beiden Relationen folgt 

\f{AJrBCj\<iS, 

wie man erkennt, wenn man in der ersten der beiden Ungleichungen 
das noch allgemeine x durch den in der zweiten auftretenden Sonder- 
wert 4 ersetzt und die so entstandene Ungleichung zur letzten addiert. 
In dem so erhaltenen Resultate steht auf der linken Seite eine Eon- 
stante, auf der rechten eine Variable, die beliebig klein gemacht werden 
kann. Das ist nur möglich, wenn 

\f(J.-\-Bi)\~<Q, also f{Ä + Bi)~Q 

ist, d. h. wenn x — Ä -\- Bi eine Wurzel von f{x) — wird. 

Die untere Grenze der Werte von \f{x)\ wird daher durch 
X -= A •\- Bi wirklich erreicht, d. h. diese untere Grenze ist ein Mini- 
mum; die Lücke im Gauchyschen Beweise ist damit angefüllt, und 
die Wnrzelexistenz für algebraische Gleichungen in aller Strenge be- 
wiesen. 

§ 113. Eine Reibe anderer Beweise benutzt die vollständige In- 
duktion; derart, daß der Beweis für Gleichungen des Grades 2''(2x + l) 
zurückgeführt wird auf den für Gleichungen des Grades 2'-^(2i-|-l). 
Wendet man die Methode dieser Überführung mehrfach hintereinander 
au, 80 gelangt man schließlich zu einer Gleichung ungeraden Grades 
und dadurch zum Beweise des allgemeinen Theorems der Wnrzel- 
existenz algebraischer Gleichungen. 

Der erste derartige Beweis stammt von C. P. GanB: Werke III, 
p. 31, Tgl. S. 127. An späteren Beweisen der gleichen Kategorie sind 
zu nennen der von W. K. Clifford, den Waleeki nochmals gefunden 
hat (NouY. Ann. de Math. (3) II, p. 241, 1883), und der von P. Gordan 
(Math. Ann. X, p. 572). 
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% 114. Wir haben früher bereits gesehen (§ 42; § 62), daß, wenn 
Xi eine Wurzel von f(x) — ist, dann das Qleichangapoljnom f^x) 
durch den „Wnrzelfiiktor" (x — %) teilbar ist, 

Ist weiter x^ eine Wurzel der Gleichnug fi(x) — 0, dann ist 

/;(*)- (i-i,)AWi 

daraus folgt 

rt.)-(»-l,)(«-n4)r,(«) 

usf. bis zn 

f{x) - c,{x -x^)ix~ x,)(x -«,)•■■ (x- x^). 

Die » Wurzeln brauchen nicht Toneinitfider rerschieden zn sein. 
Faßt man die einander gleichen Wnrzelfaktoren zusammen, dann wird 
die letzte Gleichung die Form annehmen 

f(x)-'Ct(x — Xiy^{x — a!,y'-- ■ (x-x^Yf (r, + r, + --- + rj-.M), 

wobei die Gh-öflen x^, x^, ■ . ., x nntereinaoder Terschieden sind (siehe 
§ 63) und jedes x^ eine Wurzel von der Multiplizität r„ darstellt. Sind 
alle Koeffizienten Ca,c,,c^,...,e„ reell, und ist x^^a + bi eine Wurzel 
von /■= 0, so ist X, — a — 6t auch eine solche, and zwar sind beide 
von gleicher Multiplizität (siehe § 56). 



Neuntes Kapitel. 

Einwertige und zweiwertige Funktionen. 

9 115. Aue dem Vorhandensein auch nur einer Wurzel der all- 
gemeinen Qleichung n**" Grades 

(X) f{x) = 3f — CiX!'-^ + CjOf-* ±c, = 

ergibt sich leicht die Zerlegung Ton f{x) in » lineare Faktoren (§ 114), 
so daß man schreiben bann 

(2) /-(x) - (a:-i,)(«-»,)(»-i,) . • . (i-ij. 

Multipliziert man hier die rechte Seite aus und setzt die Koeffizienten 
der einzelnen Potenzen von x den entsprechenden durch (1) gegebeneu 
gleich, so erhält man das System 
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iXi+X, + X, + h «, — <i , 

X^X^X, -\ + X,_iX^_iX^ —Ct, 

X^XfXg . . . X^_iX^ — c,. 

Diese Formeln geben die EoefSzienten der Oleichtmg n**" Gradee als 
Funktionen ihrer » Wurzeln. 

% 116. Wir wollen jetzt annehmen, die « Größen ar,, ar,, . - ., a;, 
aeien nnbestimmt, bo daß zwischen ihnen keine nicht identische Relation 

(4) y(i„»„...,O=0 

besteht. Wir betrachten nun die linken Seiten der Gleichungen (3) 
und erkennen sofort, daß sie bei jeder beliebigen Umstellung der Ele- 
mente a^, a^, . . ., x^ untereinander, also bei jeder Permatation dieser 
Elemente ungeändert bleibeo. Funktionen, die diese Eigenschaft be- 
sitzen, nennt man symmetrische oder einwertige Funktionen. 
Neben diese treten die mehrwertigen Funktionen, die nach der 
Anzahl ihrer durch die Permatationen der Elemente herroi^erufenen 
Werte eingeteilt werden können. So hat man z. B. in den drei Funk- 
tionen von vier GrSflen x^, x^, x^, x^ der Beibe nach 

(^ — ^)(^i — 3i){%— aiJCa;, — av)(3^ — a:J(a^ — ajj; x^x^ -\- x^x^-^ x^ 

eine zweiwertige, eine dreiwertige und eine Yierwertige Funktion. Der 
zweite Wert der ersten Funktion ist gleich dem n^ativ genommenen 
ersten; die weiteren Werte der zweiten Funktion sind 

XiX^-^x^x^ und a^a^j + a^ajj, 

und die der dritten obigen Funktion natürlich a:,, a^, x^. 

^ 117. Ans dem Begriffe der symmetrischen Funktionen folgt, 
daß, wenn das Potenzprodnkt 

qxi'^Xt'^Xt''' . . ■ x^ 

als Summand einer symmetrischen Funktion auftritt, dann auch jedes 
Potenzprodukt von der Gestalt 

'<'<■<■■■•<" 

als Summand in dieser Funktion Torkommt, wo \, i,, t„ ■.■,*, jede 
beliebige Fermntation der Zahlen 1, 3, 3, . . ., n bedeuten soll, ^iod 
die Exponenten a,, a^, Og, . . ., «, sämtlich nntereinander verschieden, 
so nmfaBt die symmetrische Bildung nt Summanden; sind unter den 
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Exponenten v^ gleiche einer Art, v^ gleiche einer zweiten Art vet., 
BO umfaßt die Byrnmetrische Bildung nnr 



Summanden. Die hieraus gebildete Summe bezeichnen wir durch das 
Symbol 

und nennen sie eine eintypige symmetriBche Funktion. Offenbar 
iet jede ganze Byrnmettieche Funktion aU Aggregat von eintypigen 
symmetrischen darBtellbar. 

Unter Benutzung der nea eingefDhrtea Bezeichnung können wir 
die Funktionen auf den linken Seiten TOn (3) Bchreiben 

ia:, + a:, + fl-, + ■ ■ . + a:, - S{x,) - S(«,), 

X^X, + XjXf + XfX^ + Six^Xj) -= S(x„x^), 

XjXjXt + x^x^x^ H — Six^x^Xf) — S(x,x^x^), 
XjX^Xf.X^ —S{XiXj...xJ^S(x„X^...Xj). 

Diese n Funktionen wollen wir die n elementaren aymmetrischen 
Funktionen nennen. 

§ 118. Neben sie treten, als gleichfalls ihrer Bildung nach be- 
sonders einfach, die PoteazBummen der x„ 

Xi' + Xt' + Xt' + ---+ x; - S(xi') — S{x;) (x-0, 1,2,8,...), 

die wir einfacher mit s^ bezeichnen wollen. Dabei iet der Analogie 
wegen s^ — n zu setzen. 

Wir wollen nachweisen, daß die x„ sämtlich als ganze ganzzahlige 
Funktionen der elementaren symmetrischen Funktionen c^, (^, t^, . . ., c, 
darstellbar sind. 

Aus (1) und (3) folgt sofort die Oleichnngsreihe 

/■(«i) = *i" — "i^i"-* + CjX;^—* - c,Xi'-''+ ■ ■ ■ ± c, - 0, 
^'ifi^i) = Xi'+^ - c,3;j~ + c^Xi'-^ — c^x^'-* + --±c,Xi =0, 



(A-1,2,3,. ..,«). 
Setzt man hierin für 3. die Werte 1, 3, 3, . . ., n ein und summiert 
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oder znaammengefaßt 

(5) S„ — %3„_i — C,S„_, + CjS„_, ■ ± c^s„_^^ 

(a — n,n+l,n + 2,...). 

Diese Relationen zeigen, daß man jedes s„, dessen Indes a gröfier 
ist als (m — 1), durch die (n~l) vorhergehenden Funktionen's,_t, 
s„„a, . . ., s„_^ xiad die Koeffizieaten c,, c^, . . ., c„ daretellen kann. 
Danach ist s„ durch s^, ö\, Sj, . . ., s^_, und die c„ ausdrüebbar; s„^, 
znnäcfast durch s,, s,, s,, --■,«, nebst den c„ und dann wegen des 
ersten ßesoltates anch durch die s^, s,, s,, . . ., s^_^ und die c^ asw. 
Man erhält sonach fSr s^ 

«« - ^.K. «i> Si. • ■ ■- s^-i5 ^i) (^j ■ ■. O- 
In dieser Formel kann natQrlich der Index x jeden positiven beliebigen 
Wert annehmen; und unter den F^ sind ganze rationale Funktionen 
zu verstehen. 

Für die S(„ Sj, s^, . . ., s^_, leiten wir Formeln, die (5) entsprechen, 
folgendermaßen her: 

Die elementaren symmetrischen Funktionen der (n — 1) Größen 

bezeichnen wir für den Augenblick durch die Symbole 

q('', CjW, CjW •■■- cW; 
zwischen ihnen und den elementaren symmetrischen Funktionen (3) 
der 3\, x^, a;„ . . ., x^, also den 

c„ c,, Cj, ..., c„ 

bestehen folgende Belstionen, deren Richtigkeit ohne weiteres ersicht- 
lich iat, 
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Darch sie findet man sofort die Sleichimg 

I*.° — c,«,""' + C^x^"-' ± Co ~ *■' — ('i '"' + *■)*■''"* + 

Setzt man hierin der Reihe nach x — 1, 3, 3, . . ., » und summiert die 
erhaltenen ft Besoltate, so entsteht die Gleichung 

S« - «i«a-l + CjS— . ± Ca«0 - ± W + ci*' + ■ ■ ■ + 0^"'). 

Die Klammergröße auf der rechten Seite enthält nur Summanden tod 
der Produktform x^x^.-.x^ und alle so gebildeten; jeder solche 
tritt (» — ii:)-nial auf; der eben angegeben« z. B. je einmal in c*" '*''', 
0*°+*', . , ., c^"'. Folglich hat die Klammer den Wert {n — a)c^, und 
die letzte Formel geht in das SchluBresultat 

(6) «o ~ Ci*o_i + CiS«-i — (^«o-s H ±oc„ — (a^n) 

aber. Man hat also für die kleinsten Werte des Index a die Be- 
stimmungen 

i Äj — q _ 0, 
j, — c^s^^ + 2t^ — 0, 
(^) { s, — q^ + CjSj — 3cj — 0, 



Hieraus ergibt sich der Keihe nach durch Einsetzung 



(8) 



- c,* — 4c,% 4- 4c,c, -{- 2c^* — Ac^, 



Setzt man diese Formeln bis s^ fort und wendet dann (6) für s,_i, 
Sn-ii ' " A°f Bo folgt die Richtigkeit des zu Anfang des Paragraphen 
behaupteten Satzes: Alle Potenzsummen s„ sind als ganze ganz- 
zahlige Funktionen der elementaren symmetrischen Funk- 
tionen Cj, c,, . . ., c, darstellbar. 

Aus (7) findet man umgekehrt die Darstellung der c durch die s 
in folgender Form: 
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21c, — s,* — s„ 

31(^ — Si»— 3s,s, + 2s,, 

4!c4 - Si* - 6s,'i^ + 8^3, + 3V - 6s,, 

5! Cj - Si"* — 10si»s, + 205,% + 15s,s,' — 30s, s, — 20s,8, + 24ss, 



Die c,, c,, . . ., c, sind ganze, aber nicht g&nzzslilige Funk- 
tionen der *i, S), . . ., s,_i, s„. 

Dsß in allen Gleichungen (9) mit Ausnahme der ersten die Summe 
der Koeffizienten der rechten Seiten gleich Null wird, folgt aus der 
Annahme der Spezialwerte für die x,^ 

ar,-l, ar, -0, a^ - 0, . . ., a;, - 0; 

denn dafür gilt die Reihe von Gleichungen 

c, — 1, c, — 0, Ca = 0, ■ ■ ■, c, — 0; s, = s, — s, — • ■ ■ — 1, 

und die Subatitution dieser Werte in (9) liefert den Beweis des be- 
haupteten Satzes. 

% 119. Das Theorem ans § 118 ist ein Spezialfall des folgenden: 
Jede ganze ganzzahlig- symmetrische Funktion ist als ganze 
ganzzahlige Funktion der elementaren symmetrischen Funk- 
tionen darstellbar. Wir geben dafür den Ganß sehen Beweis 
(Werke, Bd. HI, p. 36). 

Ton den beiden Potenzprodukten 

a^"Ha^"> , . , a;„"" und a;,'*'«,''» . . . x^" 

legen wir dem ersten oder dem zweiten die höhere Ordnung hei, je 
nachdem die erste nicht verschwindende unter den Differuisen 

m, — /t,, »Ig — /ij, . . ., tn„ — n^ 

positiv oder negativ ist. Dann gelten folgende vier Sätze, auf die 
der Beweis des obigen Theorems sich stützt: 

I. Haben zwei Potenzprodukte dieselbe Ordnung, so sind ihre 
Exponenten der Keihe nach einander gleich; es ist somit bei gleicher 
Ordnung 

m, — f»i, m^ — th, •■; «»., — /*■■ 

n. Unter den Potenzprodukten, die mit dem vorgelegten 
(10) Xj'^Xj"^ . . . x^ 

gleiche Dimension (otj -|- m, -I 1- »tj haben, ist nur eine endliche 

Anzahl von niederer Ordnung als (10). Denn die Vorschrift über die 
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Gleichlieit der DimeoBionen beschränkt die Höhe der EzpODenten auf 
endliche Grenzen. 

ni. Daejenige Qlied aus der sjmmetrisdieii Summe 

(11) 5(a;i"'a:,'H...a:„"^) 

ist TOn höchster Ordnung unter allen in (11) vorkommenden, bei dem 
:r, den höchsten oder einen der höchsten, x^ den nächsthohen Expo- 
nenten hat usf. Hat man also die Beziehungen 

(12) m, ^ *», ^ m, ^ ■ ■ - ^ fw, 

der »>„ untereinander, so ist (10) dos Qlied höchster Ordnung in (11); 
und damit (10) das Glied höchster Orduui^ unter denen von (11) sei, 
mnß (12) gelten. 

IV. Die Glieder höchster Ordnung, die in den elementaren sym- 
metrischen Funktionen 

Cj, c,, Cf, . . ., c„ 
vorkommen, sind entsprechend 

%, «i«», X^X,Xf, ..., XiXjXf...X^. 

Demnach ist 

•^ Xi'^~'^{XiXjy^-'"- . . . (ji^:, ...j;J"" — Xi'^x^'^Xi'^ . . . x^" 
mit Unterdrückung der Glieder niederer Ordnung. 

§ 120. Nach diesen Vorbereitungen fahren wir den Beweis unseres 
Satzes aus § 119 so: Es sei F{xi,Xf,...,xJ eine ganze ganzzahlige 
symmetrische Funktion der x„, so kann diese so zubereitet angenom- 
men werden, daß nur ein einziges Glied höchster Ordnung in ihr vor- 
kommt; kommen nämlicli mehrere von gleicher höchster Ordnung in 
F vor, 80 lassen sich diese nach I zu einem einzigen Gliede zusammen- 
fassen. Dieses sei nun etwa 

aXi'^Xj'^Xt'"- ■ . .«„'"" (»1^»»»^'»»^ ■■); 
dann bilden wir die symmetrische Funktion 

(13) J'j^JP-aq'".— .c,"^-"..,.. 

Die Dimension von Fi ist höchstens gleich der von F; es ist F, ganz- 
zahligi das Glied höchster Ordnung von F, ist von niederer Ordnung 
als das Glied höchster Ordnung von F. 

Das Glied höchster Ordnung von F^ sei nun 

ßxif'X/'X^f' . . . xf« (i>i^iJ,^p,^---äp,); 
dann bÜden wir die symmetrische Funktion 
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der«ii Dimension IiÖclisteDB gleich der Ton JPj ist, während das OUed 
höchster Ordnang aas Fi sicher in F^ weggefallen ist. Kach II wird 
die Fortführung dieser Operation ein £nde haben, d. K es maß ein- 
mal ein F verschwinden, and die entsprechende Qleichung wird zu 

— j; — ifCi^~^e,i^-^ ■■ c^ 

werden. Die Addition aller so erhaltenen Oleichangen liefert 

F{xu «,,..., «.) = aci"^-'' + ■■• + ße^'^-P- + ■ ■ • + <>«,«'-!■ ■ ■ ■; 

und damit ist der behauptete Satz erwiesen und zugleich durch ihn 
eine Darstellongsmethode gegeben. 

% 131. Als Beispiel führen wir die üniwandliuig der Funktion 

in den Elementen x 

in eine Funktion der c^ durch. F hat als Glied höchster Ordnung 
x^'Xf'Xtj und wegen m^ — 2, m, — 2, tn, — 1 wird sich zunächst er- 
geben, der Gleichung (13) entsprechend, 

(14) F^ = S(x,*x,'Xf) — CjCj — J*— CjCg. 
Nun ist 

c»<i — (3:iXf + XjXi + XfXgA H-a'.-ia^JCa'ia^^H +*»-i^«-i*«)i 

multipliziert man aus, so kommt man auf das Resultat 

CfC, - aS(Xi'Xt*Xt) + ßS(Xj'xtXtXt) + yS(x^XtX^x^Xl,), 

wo die Zerlegang in eintjpige Funktionen durchgeführt ist Die Koeffi- 
zienten u, ß, y geben an, auf wieviele Arten bei der Multiplikation 
ein Glied von der Form 

x,'x^*x,; x*x^x,xy, x,x^x,x^Xj 

entsteht Man sieht leicht, daß hier « — 1, ^ — 3, y — 10 wird. Dem- 
nach ist, da die Glieder erster Art das gesamte J^ bilden, 

Fj iS{xi*x,XsXi) - 108(xjXtXtX^Xi). 

Hierin lautet das Glied höchster Ordnung Xi'x^x^x^; also ist m^ » 2, 
m, = mg = m^'~'l and 

(15) F, - -F. + 3c.c,. 
Hierin ist 

CiCi-" {Xi + Xi + X,-i- •■■ +xJ(XiXiX,Xi + ■ ■ ■ + X,_tX^_jX^_lX^ 

= dSixi'xjXfX^ + tS(xiX,XgXtXi), 



Hatto: Alstt» 
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' nnd fBr JS und c findet man die Werte 1 und 5, also 

(16) Ft — 6S(xiXtX,XiXi) — ÖCj. 

Addiert man (14), (15), (16), so gelangt man za dem Sclilaß- 
resoltate in der Darstellung 

S{xi'Xf*x,) ■= c,Ci — SCiC^ + ÖCj. 

^ 133. Um derartige verwickelte RechnnDgen unnötig zu machen 
oder docli wenigstens nach Möglichkeit einzuBchi&ikeii, hat man 
Tabellen entworfen, welche die eintypigen S{xi'^...x^) durch die e^ 
ausgedrückt angeben.*) DicBe Tabellen sind nach der Dimensionshöhe 
(»»i + m, H f-m,) angeordnet. 

Ist die eintf pige symmetrische Funktion 

(17) 8{xj'"...x^) = ^a-Ci^'C,^. . . CS", 

wobei tt den Zahlenkoeffizienten bezeichnet, der zn dem folgenden 
Potenzprodukte der c^ gehört, und setzt man hierin ^a^, tx^, . . ., ix^ 
statt Xi, Xf, .. ., x„ ein, so gehen c^, e^, c^, . . . in 

Xit + Xfi + '-'i-x^t — fCi, XiXjt* -f x^x^t* + . • . + x^_iX^t* — t'c^, 

ic,a^a^*'+ XlXfX^t' + ■ ■ ■ + 3;,_,a:„_ia:„f* — t'c,, . . ., 

und (17) geht dabei ia 

Über. Daraus kann man schlieBen, daß fOi jedes Glied der rechten 

Seite TOD (17) 

(17 a) ffi + 2g, + Sg-, H 1- »g, — »»i + fft, + m, + H »>, 

sein muB. Die Summe der Produkte aus den Indizes in die Expo- 
nenten jedes Faktors ron 

haben wir g 30 als das Gewicht des Potenzproduktea bezeichnet. 
Besitzen nun alle Summanden eines A{Qi;regateB gleiches Gewicht, so 
nannten wir das Aggregat isobarisch') (§ 20, S. 24). Folglich ist 
die rechte Seite von (17) eine isobariscbe Funktion vom 

Gewichte (»ti -hm,H h*».) in den Cj, (j, . . ., c„. Es reicht also 

aus, auf die rechte Seite von (17) nur solche Potenzprodnkte der Cj, 
zu setzen, deren Exponenten alle ganzzahlige Lösungen tob (17) sind. 



i) Faä di Bruno, Bin&re Foiment Salmon, Hoderti bigher Algebta. 
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Ist z. B, die DimeaBion («», + »«, + ■••) toh iS(a;,"' , ■ .) ^eich 7 
so findet man für die q^ die Tabelle von Zahlenkombinationea 
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80 dafi jede symmetrische Fonktion der Dimension 7 auf die Form 
gebracht werden kann 

«c,' + ßci% + y<h% + 8Ci\* + sc^'c^ H + 00,04 + '^» 

in der die GröSen a, ß, . . ., e, % Zahlkoeffizienten sind. 

Hiernach wird die Bedeutut^ der folgenden Tabellen klar sein. 





e, V 


SM 

S(xA) 


-2 1 
1 





c, c,c, c,' 


a{x,x,x,) 


3 -8 1 
-3 1 
1 





c, c,c, c,'c,e,' c,' 


s(V) 


-4 4 2-4 1 


S(V«>) 


4-1-2 1 


«(».'%•) 


2 -2 l 


S{x,'x,x,) 


-4 1 


S(x,x,x,x,) 


1 





H «i», l«! <i<i' <i'<i W «1' 


s(V) 


6-6-6 ö 6-6 1 


S(V«,) 


-6 1 6-1-3 1 


S(x,W) 


-6 6-1-2 1 


S(x,\x,) 


5-1-2 1 


S(i,v«i) 


5 -3 1 


S{x,'x,x,x,) 


-6 1 


S(x^x,x,x,x,) 


1 
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So ist also beiepielBweiee aas der vorUtzten Tabelle zn ersehen, daS 

«i'a^ + «, V + ^i^^i + a^V + ^*^i + ■ ■ ■ 
— 4«^ — c,Ci — 2c,' + c^c*. 

§ 123, Wir hätten die Defimtion der symmetrischeit Fnnktionen 
enger such so fassen könneo; Sjmmetrisch heißt eine Funktion der 
Elemente x^, x^, . . ., x^, wenn sie bei jeder Yertauschang je zweier 
der x„ ihre Form nicht ändert. Denn daraus folgt, gemäß den Lehren 
Ton der PermntatioQ, die in Grundlehren I, S. 178 geforderte allge- 
meine Unveränderlichkeit der Form. 

Wir wollen im Anschloß daran die Funktionen F{Xi, z,, x,, . . ., xj 
untereachen, die bei der Umstellung zweier beliebiger Elemente x„ 
und Xß nur das Vorzeichen ändern, den absoluten Wert aber bei- 
behalten, also den Gleichungen 

(18) F(x„...,x, x,,...,x.)--F(x^,...,x,,. ..,!„..., ij 

Genüge leisten. Solche Funktionen mögen alternierende heißen; die 
erwähnte Yertauscbung der Elemente x^ und x. untereinander heiße 
die Transposition Ton x^ und Xg und werde durch {x„x^ oder, was 
das gleiche bes^t, durch {XaX„) diugestellt. Wir betrachten nun die 
folgende Funktion 

^ - ITi^.-xi) - («i-a^)(^ -*»)(^i-=K4) ■ ■ ■ (*i -O 

(a^-«,)(3r,-a;J ■ ■ ■ (x,~x,) 
(xt-x;)---(xt~x^ 



und zeigen, daß A bei den Vertauschungen von x^ untereinander zwei 
Werte liefert^ die sich nur durch ihre Vorzeichen Toneinaader unter- 
scheiden. 

Erhebt man A La die zweite Potenz, so zeigt eich, daß das Quadrat 

/^•-n(x,~x,y 

eine einwertige Bjmimetrische Funktion der n Unbestimmten x,, x^, 
Äg, . . ., x^, etwa 

~S{xi,x^,...,x^) 

wird. Daraus folgt dann umgekehrt, daß die Quadratwurzel aus 
S{Xi,x^,...,x„) eine rationale ein- oder zweiwertige Funktion iat. 
Die Entscheidung fällt zugunsten der Zweiwertigkeit aus, wie die 
Transposition (x^Xj) bei ihrer Anwendung auf die Form A darlegt 
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Diese Tmupontion &H einen Einfluß nur auf die beiden enten Zeilen 
der oben gegebenen Darstellnng 

aut, indem sie ans ibnen 

(x,-x^)(xt-x;){x,-Xi) ■ ■ ■ (Xt-Xj 
{x^~Xi)(x^-Xt) • ■ ■ (x^~xj 

herromift. Die Vergleiehang beider Formen zeigt, daß die Trasa- 
position (xiXj) die Fmiktion A in — A umwandelt Danach ist der 
Satz allgemein bewiesen. 

% 134. Es gilt femer das Theorem: Jede Transposition (x^x^) 
fahrt A in — A Ober. Wir suchen aus der Oesamtheit aller Trans- 
positionen der Elemente Xi, Xj, x,, . . ., z, die heraus, die mindestens 
eins der beiden transponierten x^ oder x. enthalten, und ordnen diese 
in folgende vier A^^egate ein, wobei der Efirze halber (x^x^ durch 
{tt,ß) ersetzt ist, 

j(l.)(2«)...(»-2,«)(«-l,.), j(«,«+l)(.,«+2)...(«,|)-l), 
^'lCl/!)C2«...(»-2,/J)(«-l,«, '■ ^l(« + l,ft(»+2,/l)...0>-l,«, 
j(.,(S + l)(«,? + 2). ..(<.,»), ,j^ , ,, 

'^H(p,ß + iMß+2)...(ß,«), ('^ ("•«' 

worin k <ß angenommen werden mag. Bei der Yertauschimg Ton x^ 
and Xg vertauBchen sich die Elemente der oberen Zeilen mit denen der 
unteren in (I) und ebenso in (III). Das Produkt dieser vier Zeilen 
ist daher der Transposition (x^x^) gegenüber „invariant". Betrachtet 
man dagegen in (U) swei untereinander stehende Elementenpaare 

und deren durch (x^x.) transformierte Klammem von der Form 

BO mü^en diese sämtlich einer Zeichenänderung unterworfen werden, 
und zusammen 2(/S — a— 1) Zeichenänderungen; da dies eine gerade 
Zahl ist, so bleibt das Produkt der Klammem in (II) nngeändert und 

(_1)»C»— i)_ + l. 
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Endliclt bleibt noch die Wiikimg toq (x^Xß) auf (b, ß) zu beaditen; 
da bier 

ist, so liefert sie ein Hinnszeicben, and A wird durch (x^Xß) in — A 
ximgrändert. 

Es steht somit das Resoltat fest, dafi A eine alternierende Funk- 
tion ist Über die allgemeine Form zweiwertiger Funktionen wird noch 
eingehender zn sprechen sein. 



Zehntes Kapitel. 

Die Emheitswnrzeln. 

§ 125, Die n*™ Hinheitswnrzela definieren wir als die Woraeln 
der Gleichong 

(1) *"-l-0. 

Die Moivresche Formel liefert uns ohne weiteres n Terschiedene Wur- 
zeln von (1), nämlich 

(2) «,-co8^-|-»ein^ («- 1,2,3,..., n-1,»»), 

nnd wir könnten, auf diese Darstellung gest&tzt, die Theorie der Ein- 
heitewurzeln herleiten. Bei einer solchen Behandlung würden wir aber 
das Gebiet der reinen Algebra Terlassen; nnd um dies zu Termeiden, 
wollen wir Ton der Benutzung der gomometrischen Formel (2) abseben. 

Wir brauchen für unseren Zweck den Satz, daß die Gleichung (1) 
n Wurzeln besitzt; der ist im achten Kapitel bewiesen worden. 

Nun sei to eine Wurzel Ton (1), dann ist auch jede Potenz a^ 
Ton <o mit ganzzahligem Exponenten X eine n'* Einheitswurzel; denn i 

man bat ja ' 

(„'). _ („-y _ 1. 

Da eine Potenz von to, nämlich die »", gleich 1 wird, so gibt es aach 
eine niedrigste, etwa die £**, für die das eintritt. In der ILeihe der ' 

Potenzen 

(3) a, o>», Ol», ..., a^-\ m* i 

haben dann alle Glieder untereinander verschiedene Werte; denn hätte 
man m" — t** {a, ß — 1,2, ...,k; a<iß), so würde mi*"" = 1 folgen 
mit einem Exponenten 03 — a) < ib, wu g^^ die Annahme verstiefie. 
Bildet mau die Reihen 
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SO sind die Werte der Glieder jeder einzelnen Sp&lte einander gleich 
und die Werte der Glieder von Spalte za Spalte Terscliieden; insbe- 
sondere haben die Glieder der letzten Spalte und nor sie den Wert 1. 
Da nun o" — 1 ist, so steht 0'* in der letzten Spalte, d. h. n ist ein 
Vielfaches Ton h, und Je ein Teiler von n. 

Wenn h der niedrigste Exponent ist, der m* za Eins 
macht, dann sagen wir: a gehört zum Exponenten k; damit 
eine tt" Einheitawurzel a zum Exponenten k gehöre, ist es 
notwendig, daß k ein Teiler von » sei; gehört <o zum Expo- 
nenten n, so heißt m eine primitive »** Einheitswarzel. Ge- 
hört at zum Exponenten k, so liefern die Potenzen Ton a 
gerade h verschiedene k" Einheitswurzeln; ist 10 eine primi- 
tive n" Einheitswurzel, so liefern die Potenzen von to alle 
n**° Einheitswurzeln. Nach diesem letzten Hesaltate reicht also die 
Eennbiis einer einzigen primitiven n**" Einheitswurzel zur vollsiÄndigen 
Auflösung der Gleichung (1) aus. Lassen wir die goniometrische 
Wuizeldarstellnng gelten, so weist sich Ä = 1 in (2) als primitive 
n" Einheitswuizel aus; bei rein algebraischer Behandlung bedarf man 
zum Existenznachweise einer solchen noch weiterer Schlüsse. 

% 126. Wir wollen dazn, vorbereitend, auf zweierlei anfmertcsam 
machen. ZuniLchst können wir auch Potenzen der Einheitsvnu-zeln mit 
negativen Exponenten einfuhren, indem wir 

(i)""^ = (»■"', m~* — m'~', o)''— «""', ..., ra"" — 1, 

ro~"~^ — o"^, ©"""* = DJ"', ... 

setzen. — Femer lassen sich, vrie aus der Theorie der £ettenbrüche 
oder aus dem Euklidschen Algorithmus für den größten gemeinsamen 
Teiler zweier ganzen Zahlen fo^, zu zwei einander teiler£remden 
Zahlen t» und » zwei tmdere a und h bestimmen, fBr die 

am -|- &n — 1 sobald \a\ < |n|, \i\ < \m\ 
vrird. 

Es seien nun die beiden Gleichungen vorgelegt 

iC"-l-0, jf— 1-0, 

in dmen die Exponenten m und » teilerfiremd sind; 01 sei eine m*" 
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und EI eine n** £iiibeitswnrz«I. Dana ist die Gleichung ta ^Sf nur 
dann mö^cfa, wenn beide Seitra ^ 1 werden. Denn ans 

m — d! folgt !B*" — 0}'-*"", d. h. ü) — 1, also auch SS = 1. 

DarauB ergibt eich, daß a -tf — l nur eintritt, wenn m -^Es ^1 ist. 
Mnltipliziert man eine m" Einheitswnrzel m mit einer »**" Einbeiis- 
wnrzel W, bo ist das Produkt a-VS eine (mn)** Einlieitswurzel; 
denn es ist 

{©»)"» _ (o,")i.(Bi.)". _ 1. 

1. Dnrcliläaft m alle Wurzeln «i, ra,, ..., o>„ Ton a;"— 1 — 
und S alle Wurzeln Iff,, 27,, ..., ar, von x"—l — 0, so durch- 
läuft m-Vi alle (m-n)**" Einheitswarzeln. Denn alle Produkte 
tOa^a sind untereinander verschieden, weil aus 

o)„ar. =■ a^Vf/ folgen würde a^'^a^ — öB,©=-' — 1, 

und daraus a^ •= at , IS^ — Wf. Und femer stimmt die Anzahl 
der Produkte o>„ ST» mit der Anzahl der (m • w)*" Einheitswnrzeln 
fiberein. 

Ist m eine primitive m" und Vi eine primitiTe n** Einheitswurzel, 
BO ist ((0 ■ iS) eine primitire (m ■ »)**. Denn geh5rt (o) ■ üf) zum Ex- 
ponenten Q, d. h. ist p der niedrigste Exponent, für den 

(m ■ Ei)« - l 
ist, so folgt 

m« -m« — \ und oje = 1, ai* = 1; 

also muS ^ ein Vielfaches von m und von n sein. Da m und » teiler- 
fi-emd sind, wird q ein Vielfaches ron »t • »j und da ^ so klein wie 
mS^ich ist, so bleibt q -^ m ■ n, d. h. {p -VS) ist eine primitive 
{m • m)" Einheitswurzel. 

Ist nicht gleichzeitig ai eine primitive m**, und 'W eine primitive 
n" Einheitswnrzel, dann ist {mW) keine primitive (*»•»)**. Demi ge- 
hört z. B. I» zum Exponenten (t, wo n ein Teiler von t» ist, so wird 

(a..Er>'" - [&''y(^wY = 1, 
so daß {ans) zu /in oder einem Teiler von ^n als Exponent gehört. 

IL Durchläuft m alle primitiven Wurzeln von x" — 1=>0 
und W alle von a^— 1=0, so durchläuft möJ alle primitiven 
Wurzeln von jf " —1 = 0. Das fo^ aus den letzten Resultaten. 

% 137. Durch den Satz I des vorigen Paragraphen ist die Be- 
rechnung der Wurzeln von 
(4) a?"" — 1 — (f», « sind teilerfremd) 
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auf die der Wurzeln der beiden Gleichangen 

(5) 3?» ~ 1 - 0, a!" — 1 - 

redaziert; tmd darcli den Satz II die der primitiven Wurzeln von (4) 
auf die der primitiTeß Wurzeln der beiden Gleichui^n (5). Wenn 
wir die Anzahl der primitiven h^™ Einlieitswnrzeln durch >p{k) be- 
zeichnen, dann folgt aus dem Satze II 

(6) (p(m-n) — tp{m) -(pin) (*n>tt sind teilerfremd). 
Ist nun k in seine Frim&ktorpotenzen zerlegt, 

■wo die pj, pj, Psi ■ ■ ■ die untereinander verschiedenen Primzahlen be- 
deuten, die in ib als Faktoren vorkommen, so liefert (6), mehrfach 
angewendet, 

?'(*) = 9'l>i'*')9'CP»'''i'.'''-- -PA) - 9'(Pi''')9'(P»*'')vOi"'---l'A) 



-j7,>o,-»), 



80 daß also die Berechnung von ip(]c) auf die einfachere Berechnung 
zurttotq^efOhrt wird, in der k eine Frimzahlpotenz ist. Wir bestimmen 
demnach die Anzahl der primitiven Wurzeln von 

(8) a;r"~l = 0. 

Jede nicht primitive Wurzel dieser Qleichung ist eine Wurzel der 

Oleichung 

a^-'-l_0, 
und umgekehrt; (8) hat somit p"'^ nicht- primitive Wurzeln, und da 
(8) im ganzen p° Wurzeln besitzt, so bleibeo nur 

P'-p'-'^P'i^-j) 
primitive Wurzeln übrig. Demnach geht (7) Über in 

(8) .w-|7^/'('-fJ-'('-^)('-s)-('-73- 

So wird far 

S - 2, 3, 4, 6, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, . . . 
9(*) - 1, 2, 2, 4, 2, 6, 4, 6, 4, 10, 4, . . .. 
§ 128. Es sei Dun a eine primitive X;** Einheitswnrzel, dsnn liefert 
(10) m', o", a', . . ., o'-', o*— 1 

sämtliche Wnrzelu ron x* — 1 « 0. Wir fragen, zu welchem Expo- 
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nenten eine Potenz o* gehört. Ist das der Exponent if, so ist p da* 
durch charakterisiert, daß ph das niedrigste Vielfache von h wird, das 
durch k teilbar ist. Bezeichnen wir mit \k, h] den größten gemein- 
samen Teiler von Je and h nnd definieren k^ and h^ ävacb die älei- 
chuugen 

k-k^[k,h], h~\-\k,h], 

so haben Aj nnd %, keinen gemeinsamen Teiler mehr, and q ist da- 
durch charakterisiert, daß q ■ hj das lüedrigste Vielfache von h^ wird, 
das durch A^ teilbar ist. Offenbar ei^bt sich p — itj. 

IIL Die Potenz i»* gehört zum Exponenten k^ — [h,k]. Ist 
h teilerfremd zu k, so ist a>* eine primitire k^ Einheitswarzel, 
und nur dann. 

Vergleicht man dies letzte Resultat mit dem des vorigen Para- 
graphen, so erheimt man: IV. q>(k) gibt die Anzahl der Zahlen h 
an, die kleiner als k und zu k teilerfremd sind. 

§ 139. Ist k gleich einer Primzahl p, eo hat d;>' — 1 — nur 
eine nicht primitive Wurzel x=l, und die (p — 1) primitiTen übrigen 
Wurzeln genügen der Gleichung 

'^-^ = xP-^ + xP-' + x^-' -i \-x+ 1 — 0. 

Ist h gleich einer Primzahlpotenz p", so genügen alle nicht primi- 
tiven (j)")*" Wurzeln der Gleichung x'"' —1 — 0, also die primi- 
tiven der Gleichung 

(11) -^^— = ^''''"'''"" + x"""^^-'^ +•■■ + «J^"' + 1-0. 
«P —I 

Wir suchen nun allgemein die Gleichung 

g,(x) - 

ZU bestiuimen, deren Wurzeln die i;*™ primitiven Einheitsworzeln x,, 
x„ . . ., X f^ sind, so daß also jTtC^) "^om Grade tpQe) ist Wir nehmen 
g^ als bekannt an und suchen fÖr den allgemeinen Index kp^ die 
Lösung der Gleichung 

wo p teilerfremd za k eein soU. Aus 

folgt 

woraue mim ersieht, dafi jede Glaicliuiig 

»»"-ai-0, «»"-1,-0, ... 
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p' Einheiiswnrzeln der Orduimg {kp') liefert. Yoq diesen sind die 
nicht -primitiv, bei denen schon die (p"''-)*' Potenz bzv. gleich x^, 
:r, , . . . wird, die alao die Gleicbong 

a{i'-')-o 

befriedigen. Demnach fShrt der Quotient 

gleich NnU gesetzt anf die Oleichnng für die primitiTen (pJcf)**" Eia- 
heitsmizzeln, d. h. man hat 

(12) g^«{x) - "f^^f^ O, Ä sind teÜerfremd). 

9*U' ) 
Setzen wir nnn des bequemeren Drockes wegen für den Augenblick 

«•-i-M, 

so liefert (11) 

und dann (13) 

'K'f^' [v-'J'.ICl','!'/-']' 

M [y wi ■ [ w-'?,'-'] ■ iprw-'] ■ [v-'v-'v] 

»•■■''/'/ "■ •" ~ [p,-' V.'] ■ [V V"' V] ■ [f i" W"'] • (?,•- V-' V"'] 

Ulf. 
Bezeichnet man mit ^g die ZaM 

fi - Pt'PtfPt' ■ ■ ■ Pr' 
sowie alle Zahlen, die aas h durch Division mit einer geraden Anzahl 
Ton Primzahlen Pi, p,, Pi, ■ . ■,p, entstehen, nnd mit q^ alle, die ans k 
dnrch Dirision mit einer ungeraden Anzahl entstehen, so wird 

(13) ".W-Sfrj- 

§ 130. Nachdem wir so die Oleichoug hei^eleitet haben, deren 
Wurzeln die primitiven h**^ Einheitswurzeln sind, wollen wir die Ir- 
rednktibilität dieser Gleichang im £5rper der rationalen Zahlen nach- 
weisen. Sehr ein&cb gelingt das im Falle k ^p auf einem von 
Eisenstein gefundenem Wege. 

Es ist 
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Mtet man hierin x — ä + l, so entsteht die in jt ganze Funktion 
(p— 1)*- Grades 

Äaf die rechts stehende Funktion läfit sich der Satz aus § 49, S. 59, 
anwenden, und da ff^{x) und gp(e + 1) gleichzeitig rednktibel und 
iirednktibel sind, so ist der Satz bewiesen. 

FQt i'^p' ist der Beweis dem &i i—p g^^benen ganz ähn- 
lich. Wir Qbei^ehen ihn nnd behandeln sofort den allgemeinen Fall 
für ein beliebiges k. Dazu brauchen wir einige Hü&sätze. 

% 131. Ist 

f(x) saf — aaf'^ + hoT-^ ± d - 

eine ganzzahlige Gleichung mit den Wurzeln x^, x^, Xt, . . ., x^ nnd 

Fix) = «^ - AsT'* -I- Bsr-^ ± D - 

die Gleichung mit den Wurzeln a;,', a^», a:,», . . ., x^, wobei 5 eine 
beliebige Primzahl bedeutet, so ist fQrs erste zu zeigen, da£ 

(14) J'Ws«») (»od«). 

TJm dies zu beweisen, denken wir nns unter u, v, . . ., tc unbe- 
stimmte GrSBen und finden durch Verwendung des polynomischen 
Satzes 

(« + » + ■■■ + «')» — «ä + osH -i-w«-i-3-s(«, fl,...,«'). 

Hierin stellt «(u, v, ■ . ., w) eine ganze ganzzahlige Funktion von 
«, V, . . ., tf dar, die zudem symmetrisch ist, da die linke Seite 
sowie «' + »'+•■■ + «'' auf der rechten in den TTnbestimmtrai sym- 
metrische Form hat. 

Hierin setzen wir u — a^, v — a^, ..., tr — x^; dann wird die linke 
Seite zu a^, der erste Teil der rechten zu A, and s(^, v, ..., tc) geht 
in eine ganze ganzzahlige Funktion s,(a, h,c, .. ., d) über; wenden wir 
auf a^ den „kleinen" Fermatschen Satz an, so folgt 

A^a (mod q). 
Setzen wir in die obige Gleichung für die m, e, ..., tp die -^r(r — 1) 
Produkte as^a:^ ein, dann wird die linke Seite zu Ifi, der erste Teil 
der rechten zn B, und s geht in eine ganze ganzzahlige Funktion 
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s^{a, 6, c, ..., d) über; wenden wir auf 6« wieder den erwähnten Fer- 
matscheo Sste an, so folgt 

B = i (mod q) 
nsw. Älao gilt (14). 

An zweiter Stelle beweisen wir, dafi, wenn f(x) irrednktibel ist, 
und wenn Xi% x^, . . ., x^ untereinander verschieden sind, auch J'(a:) 
irreduktibel sein wird. In der Tat, F{x) habe zum irreduktiblen Teiler 
mit der Wurzel x^ die Funktion ^"1 (a;) ; dann hat i^, (a^) = die 
Wurzel Xy mit f{x) — gemein, also wegen der Irreduktibilität von 
f{x) — alle r Größen a:,, a:,, . . ., x^ zu Wurzeln; d. h. ea ist 

F^{x^^)~0, J\(V)-0, j;(a^«)-0, ..., F^(xj') = 0. 

Fi{x) = hat also alle Wurzeln mit F{x) — gemein; sind a^j', 
a^>, . . ., x,^ voneinander verschieden, dann ist der Grad von Fi min- 
destens gleich dem von F; daher F irrednktibel. 

Zusätzlich möge noch bemerkt werden, daß, wenn x,, x^, .. ., x^ 
zu den &*™ Einheitewurzeln gehören, und h za q teilerfremd ist, die 
Bedingungen xj + xJ von selbst erfSllt sind. Denn wäre xj — xJ', 
dann bestimmen wir eine Zahl q durch die Forderung qq'^l (modi) 
und finden a;„"'=a;/*', d.h. x^^x.. Die Gleichheit zweier Wurzöln 
«0, Xt widerstreitet aber der Forderung der Irreduktibilität von f(x). 

§ 132, Nach diesen Vorbereitungen gehen wir zum Beweise des 
Satzes über, daß die Gleichung ^^(a:) — vom Grade <p(n), deren 
Wurzeln die primitiven n*™ Eiuheitswurzeln sind, irreduktibel wird. 
Wir nehmen an, A(a:) sei ein irrednktibler Faktor von g„{x) und m 
eine der Wurzeln von h{x) => 0; kann man nun nachweisen, daß 
h(x) =• durch sämtliche Wurzeln von ^„(a:) — befriedigt wird, 
dann ist die Irreduktibilität von g^ sichergestellt. Sämtlidie Wurzeln 
von g^ix) = können in die Form aj" treten, wo x eine zu « teiler- 
fremde Zahl bedeutet. Es wäre somit zu zeigen, daß fQr jedes solche x 
die Gleichung h{a") =- erfüllt wird. Dabei genügt es, sich auf Prim- 
zahlen X zu beschränken. Denn sind x und X zwei zu n teilerfremde 
Primzahlen, die auch einander gleich sein dürfen, und ist h{m'') ^ 
und auch Ä(ro') — 0, so hat A(3^)'-0 mit der irreduktiblen Gleichung 
h{x)-=0 eine Wurzel x^o gemeinsam, also alle und insbesondere 
X — a"; d. h. es wird h((o''^) — 0, Ist dann (i eine weitere zu » teiler- 
fremde Primzahl und A(oi^) « 0, so hat A(a?") — mit der irreduk- 
tiblen Gleichung h(x) — eine Wurzel x = m gemeinsam, also alle, 
und insbesondere die Wurzel x — m'^; d. h, es wird ä(cj''*'') ^ usf. 

Bedeutet daher q eine willkürliche zu n teilerfremde Primzahl, so 
ist nachzuweisen, daß hfm^) =- wird. Dieser Aufgabe können wir 
eine andere Fassung in folgender nenen Gestalt geben. 
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Wir bilden die Oleicbnng B.{x) — 0, deren Wurzeln die 2**" Po- 
tenzen der Wurzeln von %(a:) — sind. Biß) ist mit h(x) zn^eicfa 
irreduktibel, wie am ScUosse des vorigen Pftr&graplien gezeigt wurde. 
Ist also /((o)') —^ 0, dann haben h = nnd £'=> eine Wurzel x =— ai< 
gemeinsam, und es wird B{x) — h(x). Der Nachweis der Irredukti- 
hilität von g^ix) ist daher erbracht, wenn feststeht, daß S{x) nicht 
Ton h(x) verschieden isi 

Wären S(x) nnd h^x) voneinander verschieden, so hätten beide 
Funktionen wegen ihrer Irreduktibilität keinen Faktor gemeinsam, und 
da beide Funktionen Teiler von af — 1 sind, so hätten wir 

3r-l~h{x)3(x)<pix), 

was mit Hilfe von (14) übei^eht in 

3f—l= h{xyg>{x) (mod q) 

= h(xyip(x) + j ■ i>(x), 

wo ii(x) eine ganze gauzzahlige Funktion von x ist. Nimmt man aof 
beiden Seiten der letzten Gleichung die ersten Ableitungen und geht 
von der Gleichung auf die Kongruenz modnlo q über, so entsteht 



«a:"-^ = Ä(a:)X(a:) (mod 

eine ganze ganzzahlige Fni 
^uenzen folgt 

n -= xinsf-^) - nix* - 1) = h{x)x\{x) ~ nh(x)'ip{x) 



auch y,{x) ist hier eine ganze ganzzahlige Funktion von x. Ans den 
beiden letzten Kongruenzen folgt 



Da nun $ zu » teilerfremd is^ eo können nicht alle Koe^sienten von 
Y(a:) und nicht alle von h(x) durch q teilbar sein, und man sieht 
leicht, da£ Y(;r) und h(x) modulo q kongruent zu zwei Konstanten sein 
müssen. Das widerstreitet aber der Annahme, daB h(x) als Tetler 
von (ar"— 1) mit einem höchsten Gliede von der Form 1 -^^vW beginnt 
S(x) kann demnach nicht von h(x) verschieden sein, und ff^(x) 
ist irreduktibel. 



Elftes Kapitel. 

Die Erdsteilnngsgleiclimigen. 

^ 183. Die Gleichung, welche die ip{n) Einheitswurzeln «*" Ord- 
nung zn Wurzeln hat, beißt die Kreisteilungsgleichung n*" Ord- 
nung. Diese Benennung wird durch das Folgende erklärt and ge- 
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rechtfertigt. Wir setzen ro — cos — + » Bin ~ -• [ — 1 und stellen die 
» Größen 



■ ftlr die P„ als Polar- 



dorch Punkte 

P„ P„ P„ ..., P,_„ 

der Gaufisclien ZaMenebene dar. Wälüen 1 
koordinitten (f^, #„, so wird 



woraus man ersiebt, daß alle n Ponkte P„ auf einem mit dem Radius 1 
um den Anfangspunkt geschlagenen Kreise liegen, derart, daß jeder 
Zentriwinkel 

p OP - 't" + 1)« «"»„'« 

wird. Demnach bilden die Paukte P„ die Ecken des in den Einheits- 
kreis einbeschriebenen regulären n-Ecks, bei dem die eine Ecke 
Pg — 008 + t sin in die ßichtuug der reellen positiven Achse fällt. 
Bei dieser Eonstraktion ist es wesentlich, daß at als primitire n** 
Einheitswurzel angenommen wird, dag^en unwesentlich, welche tou 
den ip{n) Torhandenen gewählt wird; die 
Punkte P, treten sämtlich bei jeder pri- 
mitiven n'*° Einheitswurzel auf, wenn- 
gleich in gränderter Reihenfolge. Versteht 
man unter W eine andere, eine von m*"^ 
und G>~^ verschiedene primitive Einheits- 
wurzel und bestimmt die Punkte des 
Eiuheitskreises 

Pj'-ffi, Pj'-S», 
Pj'-iar», ..., P,'-i-2r->, 

P;-l, "■■9- 

so ist auch das »-Eck P^'P/P,'. . ■ P„'_i regulär, aber seine Seiten 
schneiden sich; es ist ein Qberschlagenes Vieleck, dessen Ecken, ab- 
gesehen von ihrer Anordnung, mit denen des »-Ecks P(,PiP]...P,_^ 
zusammenfallen. (Die Figur bezieht sich aof die Annahmen n =» 5; 

Aus dem Besprochenen ergibt sich, daß mit der Bestimmung von 
a> die Ecken des regulären n-Ecks bestimmt sind. Ja, da der Bruch 

ist, 80 reicht es fOr die Kenntnis der n- Eckseite P^Pj aus, den Wert 
von a> -f ra"" ' zu wissen. 
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Hätte man für ST eine nicht primitiTe Wurzel lo* genommen, die 
etwa znm Exponenten »^ gehörig so wOrde die Eonstroktioa der Pankte 
Pj', Pj', . . . auf ein n^-Eck geführt haben, statt auf ein n-Eck; dabei 
ist n, ein Teiler von n. 

Wir können die Aufgabe der Bestimmnng eines regu^ren n-Sjcks 
in ein&chere zerlegen, sobald n verschiedene Frimfaktoren entMlt, 
und als ein Produkt z^reier teilerfremden Zahlen n—'S-t dargestellt 
werden kann. Denn nach der Theorie der Eettenbrtlche lassen sich 
auf unendlich Terschiedene Arten zwei ganze Zahlen and t be- 
stimmen, die der Gleichung 

«( — TS — 1, 
alfio auch den Gleichungen 

IT r 1^ ?fl_i5Jl ll 

T t " n' s t ~ n 

genügen. Daraus sieht man, daß der Zentriwinkel, der zur Seite eines 
regulären «-Ecks gehört, gefunden wird, wenn man toü dem 0-fachen 
des zum regulären j-Eck gehörigen das r-fache des zum regulären 
(-Eck gehörigen Zentriwinkels abzieht. Ist 

n =- j)" . jj* . j-J' ■ ■ ■ , 

wo P, Q, t, ... die untereinander verschiedenen Primfaktoren von n be- 
deuten, so reduziert sich nach dem soeben Angegebenen die Herstellung 
eines regulären »-Ecks auf die eines regulären p"-, eines regulären 
gl*-, . . .-Ecks nef. 

^ 134. Wir haben im vorigen Paragraphen die geometrisch in- 
teressante Fr^e nach der Konstruktion des regnlären «-Ecka unter 
alleiniger Benutzung von Zirkel und Lineal noch nicht berührt. Das 
soll jetzt geschehen. Man weiß, daß die Konstruktion der Wurzeln 
von linearen und von quadratischen Gleichungen auf diese Weise stets 
durchgeführt werden kann, und daß umgekehrt, wenn eine Strecke 
mit alleiniger Benutzung von Zirkel und Lineal darstellbar ist, ihre 
Größe einem ßationaliiÄtsbereiche angehört, der durch Adjungierung 
einer endlichen Anzahl von Quadratwurzeln aus dem ursprünglichen 
Bereiche hergeleitet werden kann, dem die gegebenen Daten entnom- 
men sind. 

Dies wenden wir auf die Konstraktion der regulären Vielecke an 
und erkennen: Nur dann nnd stets dann, wenn die Lösung der 
Ereisteilung für die n"" Einheitswurzeln dnrch die Lösung 
einer Kette quadratischer Gleichungen möglich ist, läßt 
sich die Konstruktion des regulären n-Ecks allein durch 
Zirkel und Lineal bewerkstelligen. 
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Nach dem vorigen Paragraphen reicht es aus, die Zahl n dnroh 
die Potenz p^ einer Primzahl zu ersetzen. 

§ 136. Wir gehen nun zu der Lösung der Gleichung 

(1) -fir = *""' + *'~^ + ..-+a:* + a; + l— 

Über, unter der Atmahme, daß p eine Primzahl sei. um von vorn- 
herein die Ziele unserer theoretischen Untersuchungen kenntUch zu 
machen, wollen wir zwei Beispiele behandeln, p — 17 und p = 19. 

I. Wir verstehen zunächst unter co eine primitive 17** Einheits- 
wurzel, etwa cos — -|- i sin — ; dann sind sämtliche Wurzehi von 

a:" + «"* -i -f «* + 3! + 1 = 

gegehen durch die Reihe der Potenzen 



Aus ihnen bilden wir zwei Summen solcher Potenzen von a 

(2) 1% - ß' + o» + 0)* + oj' -[- ffl" + ß)" + ra" + m', 

^ ■' 1^^ = £0» + o« + 0)" + K.' + «" + oj" + oj» + ro'", 

die so beschaffen sind, daß jedes Glied das Quadrat des vorhergehenden, 
und daß das erste Glied das Quadrat des letzten ist (unter Berücksich- 
tigung des Umstandes, daß oj" =^ 1 wird). Wir berechnen die Koeffi- 
zienten der quadratischen Gleichung, deren Wurzeln % uad tji sind, 
und finden zunächst 

i?o + li "«> + ro' -I- <D» -!-■■■ -H «a" 1; 

multiplizieren wir femer die einzelnen Summanden von ij, mit den 
einzeluen von 17,, so ergibt sich 

Vo-Vi^Hno + Vt)"-^, 

und die gesuchte Gleichung wird 

iv~%)iv-Vi) - ij» -t- 1) - 4 - 0. 
Daraus folgt fBr die Wurzeln i)^ und tj^ der Wert 

a ' 
es ist nur noch zweifelhaft, wie die Werte ij^ und i;, sich den Wui^ 
zeln ± yH zuordnen. Das erledigt sich so: es ist 

(D -|- to'» = 2cos^, (0* + ro" = 2coB^, m* -l- ra" — 2cos-t^, 

ß,8 -I- (0* = — 2 cos :^ ; 
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ro* + (»" = 2 C08 Y- I 0)'' + oj" — — 2 COB YY , o>* + to^' — — 2 cos — =- , 

(o' + ra"* — — 2 coe -jv ; 

und daraus erkennt man, daß % eine reelle, wesentUclt n^tive Größe 
ist; denn es ist ja 

Vi 2 ("=0^ I? " •=«■ if ) — 2 (cos -' 4- cos j^ , 

nud es wird 

(3) ^0-—^ — , V, ä"^- 

Wir bilden nun weiter ans den Potenzen der a die vier Sammen 



(4) 



I V ~ "^ + "** + '»'* + " 

I ijj' = o*+ Ol« + o>" + a 



ij/ — a>* + ro' + o>'^ -f- o^". 



die so beschaffen sind, daß jedes Olied die vierte Potenz des vorher- 
gehenden, und daß das erste Glied die vierte Potenz des letzten ist 
Wir berechnen hier wieder die Koeffizienten der quadratischen Glei- 
chung mit den Wurzeln t]^' und rjj und der mit den Wurzeln ij,' und 
17,' und finden zniüichst 

W + W-%. Vi+Vt' — Vi; 
weiter dnrch Multiplikation der zusatnmengelidrigen ■^' 



und daraus 

(6) 
also 



I (';-io')(<i-ii.')-i'- 
l (.i-ViHi-i,')-'i'- 



i-^;±l 



Um die richtige Verteilung der Vorzeichen au erlangen, betrachten 
wir die oben angegebenen Werte der ra" -|- *»'" aus (4) und erkennen, 
d^ f)g' und Tjj' positive Werte haben. Also wird 

w-f+l/?TT, v-| + l/?TT, 
w-?-")/?TT, ,.-_f-]/VTI. 

Endlich zerlegen wir i)^' ^^ ^^ Summe der beiden Teilsummen 
ijj" — (o 4" f" und tj^" — o>* + «1^*. 



(6.) 
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DarauB ergibt sich 

j . . V + Vi" - %'» and V' ■ %" - "^i 

Qna daher 

(6) (i- V)('?— O - t)* - v<,'v + <, 

also , , — i 

and, da rj^" > ^," ist, 



Ein letzter Schritt führt uns zur endgültigen Lösung der Glei- 
cliuiig 16*™ Grades (1). Da nämlicli 

Q 4- oji* = ij^" und ü> ■ la" = 1 
ist, 80 liefert die Gleichung zweiten Grades 

(7) ,>_,;-., + l_o 

als Wurzeln 

die beiden Größen cd und ra'*; und da die imagiiüire Koordinate von 
ra = cos -=■ + » sin -i- positiv, d^egen die von ra" = cos — j- + i sin ^y- 
negativ ist^ so ei^bt sich als Schlußresultat 

(8) »-*^+"|/\"-i, „••-ij^-yif-i. . 

Um die für die Konstruktion des regulären Siebzehnecks aus- 
reichende Summe to + a'^ zu finden, ist die folgende Kette von Wur- 
zeln quadratischer Gleichungen zu bilden 

2ij„ - 1/17 - 1 , - 2i)j - 1/17 -t- 1 , 

2%'= vt + W+*j ^Vi- Vi + Vv7+i, 
2i!o" " 2(ö> + m-i) = V + v^;» - .?;. • 

Das reguläre Siebzehneck ist also geometrisch konstruierbar 
unter Verwendung allein von Zirkel und Lineal. 

Es möge noch darauf aufmerksam gemacht werden, daß die Auf- 
lösui^ der zweiten Gleichung in (5) nicht notwendig ist, da, wie durch 
Ausrechnung gezeigt werden kann, 

Vs = 1o' + VÖ* + ^Vo — 1 
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§ 136. II. Wir kommen zam zweiten Beispiele j)— 19, und 
setzen jetzt 

2ir,..2ii res«-] 
a-c(«j5+.»m„-[,^J, 

dann sind alle primitiTen 19*" Einheitsworzeln durch die Potenzen 
von <o, d. h. darch 



beBtimmt. Hiermit bilden wir die Summen 

(9) po - " + °* + ■"'*+ ">' + <"'•+ e>"+ «"+ »* + oS 
l 1i - »'+ OJ» + aj"+ ra»+ ra^H »"+ <»* + ra"+ o"", 

die 80 beschaffen sind, daS jeder Summand die vierte Potenz des ihm 
vorhergehenden und der erste die vierte Potenz des letzten wird (unter 
Bertlckaichtigung von oj^* — 1). Wir suchen die Koeffizienten der 
quadratischen Gleichung 

auf und finden für sie durch direkte Berechnung ans (9) 

V<. + V,-=~i, ')o'?i = 9 + 4(t,, + 1,0^9 -4-5. 
Also hat die Gleichung 

(10) ,,» + ij + 5 - 

als Wurzeln r/^ und t;,, was wir bo schreiben 

— 1 ± V— 19 

Um den Wurzeln rj^, jj^ die Zeichen +, — richtig zuzuordnen, be- 
trachten wir die imaginäre Koordinate TOn t)^; diese wird w^en der 
ersichtlichen Ungleichung 

r . äi , . 2« .3« . 4* , . 6« . 6ir 

[sin^ + 8inj^-«in^-sm^ + sin--sm^ 

+ sinlf + sinif + sin^]>0 



positiv, 80 daß sich ergibt 

(11) % ^-, Vi 2^ 

Weiter zerlegen wir ijg und i], in je drei Partialsummen 

IV = w +to'+ ro", t;,' = o' + o"+ ro* , 

V = ro* + ra* + ra* , t]^' — o^ + a)>H w". 
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und beredmen die elementaren symmetrischen Funbtionen der ij^', i]^', 
»),' nnd die der i?j', ij^', %', nämlich 

Vo + Vi + Vt — %> %'vi+ViVi' + Vi'no — 1 +%f 

'joVii'^ — i + iji; 
%' + >!/ + 'is' = '/i, ns'vÄ + n*%' + %'%' — 1 + %> 

VW — 1 + %- 

Daratis folgt 

luid die Auflösung der Gleichungen, die darch das Nullaetzen dieser 
beiden Ausdrücke (13) entstehen, liefert die eechs Girößen tjj. Es sind 
dieB zwei Gleichungen dritten Grades. Die Zuordnung ihrer Wnizeln 
zu den Werten rj^', i;^', i^,' bzw. zu rj^', i;/, t}^' geschieht durch Be- 
trachtung der reellen Teile der t}', deren Hälften für das erste Tripel 
der rf gleich * 

f2x 5« 8x Sit In Tk 

6< i« 9» 



sind. Man sieht sofort, da& der zweite dieser AuBdrftcke negativ, der 
dritt« df^gen positiv ist. Femer- zeigt die Relation zwischen den 



daß der erste der Ausdrücke (13 a) größer als der zweite ist, also 
zwischen diesem Ausdruck und dem dritten liegt. Dadurch wird die 
Zuordnung der Worzeln von 
(I3b) ,._,„,. + (,,_ 1), + (1 _ ,.) _ 

zn den ersten drei Werten (12) unzweideutig bestimmt; und ähnliches 
gilt far das zweite Tripel in (12). 

Weiter sind die Sammanden von i;^' die Wurzeln von 

(14) {rj - Q)i)(») - «)')(7? - (d") - j?» - »j„'i)» + tj^'t} -1=0, 

und danach hat es den Anschein, als ob f3r die Berechnung der KoefB- 
zienten dieser Gleichung außer der Lösung von (13b) noch die von 

(13») ,■_,,,■ 4. (,,_l), + (l_,,)_o 

nötig wäre; es wird aber in der allgemeinen Behandlung der Ereis- 
teilungsgleichung gezeigt werden, daß i^^' als ganze Funktion von rj^' 
mit konstanten Koeffizienten darstellbar ist. 
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Die AuflSsuDg Ton (14) liefert m. Zur Bestimmung dieser Größe 
braachen wir also die Lösung einer Gleichung zweiten nnd zweier 
Qleicliungen dritten Grades. 

Die Anfeinanderfolge in den Graden der zu lösenden Hilfsglei- 
chnngen ist dabei willkürlich. So hätte die Verteilnng der Potenzen 
von ra in die Sommen 



%-o) + i»" + o" + <o" 


+ m' + 0)", Ti-'i>'"+'»'+o'"+o>*+ 


1. -«> 


+ 


ai'+ai"+ra"+ra"+o)* 


und dieser dann in 






,.'-" +»■•, 




V - o"+ a' , ,,' - 0."+ Ol', 


„;-«"+«', 




,; - «• + m", %■ - »■>+ Ol', 


Vt = ro* + o" 




%' = Ol' + ra", %' - Ol" + Ol* 



zuerst die LSsung zweier Gleichungen dritten und dann einer Bolchen 
zweiten Grades gefordert. 

% 137. Wir gehen jetzt, nach der Behandlung dieser Beispiele, 
die uns anf die allgemeinen Resultate vorbereiten sollten, zu der 
Theorie der Kreieteilung für eine willkürliche Primzahl p Ober, wie 
Ganß sie festgelegt hat. 

Aus der Zahleatheorie ist uns bekannt, daß es fSr jede Prim- 
zahl p ganze Zahlen g von der Beschaffenheit gibt, dafi die kleinsten 
positiven Reste hei den Divisionen der Glieder von 

(15) 9\ 9\ 9*, ■ ■ ; 9'-', 9'-^ 

durch p als Divisor, von ihrer Reibenfolge abgesehen, mit den Zahlen 
1, 2, 3, . . ., j> — 2, p — 1 übereinstimmen. Daher hat die Reihe (15) 
die gleichen Elemente wie 

«iP + 1, x,Jp + 2, sc,J> + 3, ..., Xp_,j) + (p-2), «,_iP + (p-l), 

wenn jedes x„ die größte positive guize Zahl bedeutet, die in (p":p) 
enthalten ist. Da es nun bei den Potenzen der Einheitswurzel m keine 
Wertändemng hervorruft, wenn man zu den Exponenten noch be- 
liebte Vielfache von p hinzufügt, so folgt, daß die beiden Reihen 
von je (p — 1) Gliedern 

Ol', m*, B»', . . ., o>P-*, mP-' und ro»', o»*, ra^, . . ., u^~*, ©'*"' 

bis auf die Reihenfolge der Glieder, die venichieden sein wird, doch 
in ihrer Gesamtheit miteinander Übereinstimmen. Dm die Schreibweise 
zu erleichtem, bezeichnen wir, wie Ganß es tut, 

0--M. 
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Danacli könneii wir die (p — 1) Wurzeln ra" aaoli in der, wiolitige 
VorzUge bietenden Anordnung 

(16) M. Ol, m. ■ ■ ; {s'-n, b'-i 

schreiben. 

Wir zerlegen jetzt die Zahl (p— 1) in die beiden Faktoren e 
ond f, 80 daß (j) — 1) — c -^ ist, Dehmea für X eine beliebige ganze 
positive Zahl, setzen dann das Aggregat 

(17) [i] + [V] + [V] + ■ ■ ■ + [Xi^-f] + [lg"-»-] - (f, i), 

bezeichnen diese Summe als eine /'-gliedrige Periode und die 
Summaaden auf der linken Seite als ihre Elemente. Ist X •- oder 
eia Vielfaches von p, dann nimmt (17) den Zahleowert f an; es soll 
' in diesem Falle (17) eine uneigentliche Periode heißen. Von 
eigentlichen /"-gliedrigen Perioden gibt es e, nämlich für ^ — g', 
9\ ff\ • ■ ,9"^ 9" "lie Aggregate 





■■ + l!i^-«-*1-{f,g'), 



(18) 

'M+b'l +[>'■] +■•• + [?"] -(f,9-)i 

daß keine anderen möglich sind, ersieht man aus der Qleichang 

§ 138. Wir beschäftigen uns zunächst mit den wichtigsten Eigen- 
schaften der Perioden (17) von f Q^hedern. 

L Haben zwei ^-gliedrige Perioden auch nur ein Ele- 
ment gemeinsam, so sind sie einander identisch gleich. Das 
ist klar; ebenso 

IL Es ist 
(19) (f,9) + (f,9') + --- + (f,ff') 1- 

III. Ersetzt man in den Perioden (18) die Wurzel <o = [1] 
durch die Wurzel to"—!^], dann verschieben sich die e Pe- 
rioden (18) 

(f. 9), {f,9%...,{f,^) 
untereinander zyklisch. Denn jedes Element [^j geht dadurch 
in [y*''"^] über. Hieraue folgt, daß, wenn man die Einheitswuizel ra 
durch ly] ersetzt, alle Perioden (18) einzeln nngeändert bleiben. 

IV. Alle Perioden haben verschiedene Zahlenwerte. 
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Denn aus der Relation (f, g") — (f, g^ wörde folgen, daß eine 
äleictang 

0)"'+ 0""+ wfi' + mfi" -\ (0<a<f), /3<*')<i)> 

bestellt, in der die Exponenten sämtlich untereinander verschiedea 
sind (nach I) nnd zwischen und p liegen. Dividiert man beide Seiten 
durch a>, so gelangt man zu einer BestimmungsgleichTing fQr o ron 
einem Grade <.(p — 1). Das widerspricht der Irreduktibilität der Kreis- 
teilucgsgleichung (S. 157, § 133). Im Falle, daß eine der Perioden 
uneigentlich ist, d, h. daß (f, ^'') =■(/", 0), ersetzt man die rechte 

Seite durch das Produkt —f(tt> + ia'-\ f- «>''"') und macht dann die 

gleichen Schlüsse wie soeben. 

Y, Jede ganze ganzzahlige Funktion h(m) von at, die an- 
geändert bleibt, wenn man in ihr a> — [1] durch [ß] ersetzt, 
hat einen ganzzahligen Wert. Es sei diese Funktion von at ge- 
geben durch 

h{m) ^c, + c,[l] + e,[g] + c\ß'} + --- + c^lß^-'-]; 

dann ist nach der Voraussetzung, wenn man [1] durch [g], also jedes 
ly*] durch [3°"*"^] ersetzt, 

h{a,) = Co + c.[<7] + ö^OI + CjO'] + . ■ ■ + c^[l]; 

daraus folgt durch Gleichsetzung der rechten Seiten der beiden letzten 
Gleichungen 

('^-c,)m + (»,-«,)[»] + (».-OOT + • ■ • - 0. 

Auf Grund der Überlegungen in IV sind alle Koeffizienten dieser 
Gleichong NuU, also ist 

und daher wird 

■A(«,)-<i + ».([i] + M + b1+- + iy-]) -».-»„ 

d. h. wie behauptet war: />(id} ist eine ganzzahlige Eonstante. 

VI. Jede ganze ganzzahlige symmetrische Funktion der 
Perioden (18) hat einen ganzzahligen Wert. Wir ereetzen 
in dieser Funktion m — [1] durch a = [ß]; dabei verschieben sich 
nach III die Perioden zyklisch; die vorgelegte symmetrische Funk- 
tion ändert sich also nicht und hat nach V einen ganzzahligen kon- 
stanten Wert. 

VII. Jede ganze ganzzahlige Funktion von a, die sich 
nicht ändert, wenn man in ihr m = [1] durch [ß'] ersetzt, ist 
eine lineare ganzzahlige Funktion der Perioden (18). Es sei 



-n.n.GoOt^lc 



EigetuthafUit dtr Perioden 169 

»(<.)) - e, + c,[l] + «,[>■] + ■ ■ ■ + e„,[s-] + «„,!>■+■] + • ■ • 

die vorgelegte Funktion; daan ist, wenn man m — [1] durch cd •- [p*] 
ersetzt, nach der Voranssetzung auch 

*(») - <i + «,M + cib"*'] + • ■ ■ + «„,[»'■] + «.+,!>'■*'] + • • • 

DarauB folgt durch Gleichaetzong der rechten Seiten der beiden letzten 
Gleichungen 

= (ct - V-i).+i)[ll + (^.- V-i>.+i)[j''] + ■ ■ ■ + (''.+. -'^)[?*] 

Nach den Überlegungen in IV sind alle Koeffizienten dieser Olei- 
chuQg Null, also ist 

^ ^ '^e + l " "»« + 1 = ■ ■ ■ = '^(/-I),+1J 
^ "" '■t+i ~ *'i. + J = ■ ■ ■ ™ C[/_i), + »t 

und deswegen 

+ 19"^''] + ■■■) + ■ ■■ 
-<\, + c,(f,c^) + Ct(f,g) + --- + c,{f, f- '). 

VIII. Das Produkt zweier Perioden (18) ist eine ganz- 
zahlige lineare homogene Funktion aller e eigentlichen Pe- 
rioden und der einen uneigentlichen Periode. Wir nehmen 
als beide Faktoren eines Produktes die beiden Perioden 

(/, 1) - [1] + [J/] + [lg'-] +■■■ + [Ip"-')'], 
if, C) - W + [fS-] + l>9"] + ■ • • + [fS"-"*], 
und bilden zuerst das Produkt je zweier untereinander stehender Sum- 
manden der rechten Seiten. Das gibt 

[1 +ri + [(J+rtrt + KJ+rts"] + (/■, i +rt- 

Dann multiplizieren wir das erste Glied von (f, l) mit dem zweiten 
Ton (f, fi); das zweite von (f, 1) mit dem dritten von (/", (i), ubw. bis 
zum letzten Gliede von (/", i), welches mit dem ersten von (/", fi) zu 
multiplizieren ist. Dabei erhält man die Summe 

U + f*^] + [(A + (^9')ff'] + [(>■ -I- l^S')9"^ + (A i -I- f*?*)- 
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Weiter multipUziereii wir das erste Glied Ton (/", i) mit dem dritten 
von {f, (i) UBW. So ergibt sich als Scblnflresultat 

nnd dadtirolL ist der Satz VIU bewiesen. 

Aas ihm folgt, daß jede ganze ganzsahlige Funktion der 
Perioden (18) als gaozzahlige lineare Funktion derselben 
darstellbar ist. 

IK. Die e Perioden (18) sind die Wurzeln einer irreduk- 
tiblen Gleichung e*™ GradeB 

(18a) E{z) = ä^ + Ä^Ä-' + Ä,«-» +-+h, 

^{i-(f,M'-if,9'))---(''-(f,f))-o, 

deren Koeffizienten hg ganze Zahlen sind. Bis auf die Behaup- 
tung der Irreduktibililät folgt der Satz IX ans VI; die Irrednktibililiit 
Ton Hie) wird folgendermaßen bewiesen: 

Ist B(ej zerlegbar, so sei ni(0} derjenige irrednktible Faktor 
von H(e), der die Größe 

g = {f,g) - a'' + cH^'-' + (D'"*' + ■■■ 
zum Wnrzel hat; dann hätte die Gleichung in £ als Unbekannte 

die Wurzel S=ii> mit der irreduktiblen Gleichung (1), nämlich der 
Kreisteilungsgleichung, gemeinsam, und wegen der IrreduktibilitSt alle 
Wurzeln g = ro, m', o*, . . ., raP-^ oder f — [g], [ff*], |>*], . . ., [y-']. 
Dannfo^ daß fi",(«)-0 alle Perioden (/^,ff), (f,g'), {f,h,--->if,0'), 
die ja nach IV voneinander verschieden sind, zu Wurzeln hat; also 
ist E^{i) - H{e), d. h. H- ist irreduktibel. 

X. Jede Periode (/) fi-) ist als ganze Funktion jeder an- 
deren eigentlichen Periode (/",/) darstellbar. Aus dem Schluß- 
satze des Beweises von VIII folgt, daß man setzen kann 

{f, ^y - «p. + %^{f, /) -h a^^if, 3») + ■ ■ ■ + a^Xf,^) 
(p = 2,3,...,e-l). 
Wir nehmen zu diesem Systeme die beiden Gleichungen hinzu 

= «OQ + «oi(r, g") + «o«(/; ?*) + ■■■ + «o.(f, st), 

(f. i) - Ol, + a,^{f, /) -I- a„if, g*) + --- + a,Xf, S"), 
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in deren erster alle Koeffizienten Og^ den Wert 1 haben, während in 
der letzten alle a,^ verschwinden mit Ausnahme der zu dem Gliede 
(.ffQ") = (/j ^) gehörigen %,, der = 1 zu setzen ist. 

Wir fassen die so erhaltenen e Gleichungen als ein lineares 
System mit den e Unbekannten if,g), {ftg'), . - -, (ffff") »nf- Dm ist 
ein unabhängiges System; denn wäre dies nicht so, dann könnte man 
e ganze Zahlen q^, q^, q^, . . ., q,_i finden, für die 

i.(f, i)-'+ siC/; i)-'+ ■ • ■ + ?.-,(/; i)' + «.., - 

wäre; das widerspräche aber dem Satze IX, demzufolge S{b) irreduk- 
tibel ist. 

Ans der Unabhängigkeit der e Gleichungen folgt durch Äuflöanng, 
daß jede der rechts auftretenden e Perioden als ganze Funktion von 
(/j i) darstellbar ist. Man kann demnach setzen, wie behauptet wnrde, 

(20) (/•, g>) - ß„ + /»,,(/; g) + /»„(/; «)' + ■•• + /)„..,(/■,!))-'. 

51, Die Gleichung (20) liefert bei zyklischer Vertau- 
schung der Perioden (18) die Werte 

(20a) (f,g'*')-ß„+ß,Mg'") + ß„{f,g'*') + - + ß,„.,(f,!r) 

für ft — 1, 2, 3, .,., c— 1, e. Denn setzt man in (20) mit Rücksicht 
auf (16), (17), (18) 2 statt o ein, so hat die entstehende Gleichung 
in ir die Wurzel e — m, daher nach IX wegen der Irreduktibilität auch 
0=0)', .... Man kann deshalb in (20) m durch a', ta'', . . . ersetzen 
und kommt dadurch auf (20a), 

XII. Die f Glieder einer jeden der e Perioden (18) sind 
die Wnrzeln einer Gleichnng, deren Koeffizienten lineare 
ganzzahlige Funktionen dieser Perioden sind. Diese e Glei- 
chungen lauten 

I (»-b'])(<- [»■"])(»-[»■•+■])•• ■ («-!/'-"■*']) - 0, 

(21) (,-[j,-])(._b-t.])(,_(j'.t.])...(,_b</-').f])_0, 

die Koel^zienten einer jeden dieser e Gleichungen sind symmetrische 
Funktionen der Elemente der zugehörigen Periode, ändern sich also 
nicht, wenn man in ihnen (o = [1] durch {g'~\ ersetzt. Nach VII sind 
somit sämtliche Koeffizienten in (21) von der Form 

(2U) c, + cM g) + «,(/■, /) + ■■■ + «,(/■, g-), 

in der die GrÖfien c^, Cj, Cj, . . ., c, ganze Zahlen bedeuten. 

Dieser Satz gibt ein treffendes Beispiel für die in § 52, 3. 63 
angestellten Betrachtungen über Bednktibilität und Irreduktibilität. 
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Die Gleichang (1) ist in dem R&tionalitätsbemclLe, der lediglich 
ans den rationalen Zahlen gebildet wird, irreduktibel. Nimmt man 
dagegen die e Ferjodec (18) oder, was gemäB X das gleiche bewirkt^ 
auch nur eine von ilmen zam ßationalitätsbereiche hinzu, so wird (1) 
zerlegbar^ derart, daß die linken Seiten der Gleichangen (18) die ein- 
zelnen irrednktiblen Faktoren werden, in die das Polynom von (1) 
zerfällt. Die Irreduktibilität ergibt sich aus dem Satze: 

ZUI. In dem ßationalitätsbereiche, der aus den ratio- 
nalen Zahlen und einer der /'-gliedrigen Perioden (18) ge- 
bildet wird, ist jede der Gleichungen (21) IrreduktibeL Wäre 
z. B. die erste der Gleichungen (21) zerlegbar, und E{e) der Teiler, 
der den Wnrzelfaktor (z — [<?]) enthält, so können wir unter Andeu- 
tung des Rationalitätsbereiches der Koeffizienten hinter dem Semikolon 

B{{s];(f,g%(.f,g%...,(.f,9^)~0 
schreiben. Setzt man nan sowohl in [ff] als in allen Perioden (J,g^\ 
(.ft ?*)> ' ' ■ ^^^ (o ein B, so enteteht eine Gleichung in g mit ratio- 
nalen Koeffizienten, die die Wurzel 2 =• (o und wegen der Irredukti- 
bilität der Kreisteilnngsgleichung dann auch die Wurzeln 

i-\ß'], '-[ff"], ■■■ 
besitzt. Daher ist gleichfalls 

B&*']; (f. )■*'), (f.g-*'), ■ ■ ., (A»")) 

- H([g-* ']; (f, g), l.f, g\ ..,(/; Jl) - 0, 
d, h. H(e) — hat neben z = \g\ auch die Wurzeln 

Der irreduktible Faktor Bis) fällt sonach mit dem Gleichnngspoljnom 
selbst zusammen. Demnach ist die erste und ebenso jede folgende der 
Gleichungen (18) irreduktibel. 

§ 139. Die abgeleiteten Resultate liefern die Lösung der Glei- 
chung (1) auf folgendem Wege: Man bestimme eine Wurzel der 
Gleichung (21) vom Grade e. Dann sind wegen £"(«) — alle 
ihre Wurzeln rational durch diese eine darstellbar, und (1) 
zerfällt in die Gleichungen (18). Bestimmt man eine Wurzel 
von irgendeiner unter diesen Gleichungen f*"^ Grades, so 
ist dies eine primitive Wurzel von (1), und ihre Potenzen 
ergeben die übrigen Wurzeln von (1). Hiermit ist der erste 
Sehritt zur Zerlegung der a^ebraischea Auflösung von (1) in ihre 
einfachsten Elemente geliefert. 

% 110. Gesetzt, man könnte f weiter in zwei Faktoren zerlegen, 
f=e'-f, dann bilden wir die e.e' Perioden von f Elementen 
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-ir.s), 




(22) 


[9-*') + [»"■+•+'] + --- + [i^-»"--"*' 


-(r,«"'), 






[«■'] +&■•') +-+|>'"1 


- (r,ro- 





NatOrlich gelten von Umeii alle {rüher abgeleiteten^ anf die PeriodeD (18) 
bezDglichen Sätze. Die nen aafzustellenden Theoreme bezieben sieb 
nur auf den Znsammenltang zwischen den Perioden (IS) und (33) 
untereinander. Die Gesamtheit der Elemente von {f,g°), 
ifyS''^''), ■ ■ •> (r»?'''""'*'') gibt sämtliche Elemente von 
{f, g"), dadurch daß a = 1, 2, . . ., e gesetzt wird. 
Die GleichoDgen e*™ Grades 

(33) {g-(_f,g')){e-(f',g'^-^) . . . (^,-if^gi^-l}'*«)) = Q 

(a-l,2,3,...,e) 

haben Koeffizienten, die linear und ganzzahlig durch die 
Perioden (14) ansdrQckbar sind. Denn diese Koeffizienten sind 
symmetrische ganzzahlige Fxmktionen der Perioden (/*, ^), . . •, 
(/',^*'~^''+''), und da sich diese Perioden durch die Einführung von 
[ff°] an Stelle ron [1] nur zyklisch vertauschen, so bleiben die Koeffi- 
zienten selbst bei dieser Substitution ungeändert. Also folgt nach VI 
die in (23) ausgesprochene Eigenschaft. 

Die Gleichungen (23) sind in dem ans den rationalen 
Zahlen und den Perioden gebildeten Rationalitätsbereiche 
irreduktibel. Wäre nämlich S(z) der irreduktible Faktor des Glei- 
chungspolynoms, der den Wurzelfaktor (js — (f, p'O) enthält, so hatte 
unter Andeutung des Rationalitätsbereiches die Gleichung mit der Un- 
bekannten s etwa 

SiJs;(f,9),(f,9'),---) = 

die Wurael e =- (/", j°); also gilt die Relation 

Setzt man in ihr überall e statt o ein, so entsteht hieraus eine Glei- 
chung, die mit (23) eine und daher alle Wurzeln gemeinsam hat. Folg- 
lich wäre auch 

ff((r,9'*")i«j),(/;A-)-o, 

da die f-gliedrigen Perioden sich nicht ändern, wenn man in ihnen 
£1] durch [g''] ersetzt. Demnach hätte S(js) — auch die Wur- 
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zeln ^ -= (f, ^+''}, (/*, 9** + °), . . .; daa widerspriolit aber eiaer An- 
nahme der Beduktibilität von (23). 

9 141. Die bigher abgeleiteten Resultate setzen ans in die Iiage, 
jetzt den zweiten Teil der LSanngeTOrBchrift aus § 139, der die Auf- 
lÖBui^ einer GHeicbang f" Grades forderte, weiter zu vereinfachen, 
ist die Gleichang (32) vom Grade e aufgelöst, nnd sind da- 
durch die Perioden (f/g') bekannt geworden, so kann man 
diese in den Bationalitätebereich aufnehmen. Die e G-lei- 
chungen (23) des Grades e* haben Koeffizienten^ die diesem 
erweiterten Rationalitätsbereiche angehören. Hat man eine 
der Gleichungen (23) aufgelöst, dann lassen sich alle e-e 
Perioden von je f Gliedern rational darstellen, und die 
Lösnng einer Gleichung f**" Grades vollendet die Lösung 
Ton (18). Es sind demnach die Wurzeln einer Gleichung c*", 
einer solchen e*"™ und einer solchen f'"" Grades zu be- 
stimmen. 

Hierdurch sind wir zu der nachstehenden Ton C. Fr. Qauß ge- 
gebenen LösungsTorschrift gelangt Es sei, in seine Primfiiktoren 
zerlegt, (p— 1) = «-(S- y--?, und es möge 



- = /*■)"■■£ = « 



"P 



gesetzt werden. Dann verteilen wir zuerst die (p — 1) Wurzeln to, ai*, 
o>', . . ., G)''"^ in a Perioden von je a Gliedern; diese Glieder einzeln 
wieder in ß Perioden von je i Gliedern usw. Die Auflösung einer 
Gleichung vom Grade a gibt uns die Werte der ersten a Perioden; 
ja, man braucht sogar nur eine der Wurzeln der Gleichung, da alle 
durch die eine rational darstellbar sind. Dann sind die Koeffizienten 
aller a Gleichungen /S"" Grades bestimmt, von denen die ßa Perioden 
von je i Gliedern abhängen. Von einer derselben suchen wir eine be- 
liebige Wurzel; durch diese können wir alle Perioden von 6 Gliedern 
rational darstellen und durch sie die Koeffizienten der aß Gleichungen 
y'*" Grades, von denen die aßy Perioden von je c Gliedern abhängen, 
usf., bis die Operationen mit der Bestimmung einer Wurzel einer Glei- 
chung des Grades g ihren Abschluß finden. 

^ 142. Es liegt bei dieser Lösung noch eine Schwierigkeit vor, 
die ans Licht gezogen und beseitigt werden muß. Ist willkärlich eine 
primitive p^ Einheitswurzel als m fixiert, etwa 



=[:¥]' 



so sind dadurch zugleich sämtliche Perioden bestimmt^ wie (17) zeigt. 
Wenn man andererseits durch AusfQhrung der dargelegten GauSschen 
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Lösungemetliode auf eine ^-gliedrige Periode gef&hrt wird, so steht 
die Bestimmang darüber noch aus, auf welche der e Perioden man 
dabei gekommen ist. Kua ist ia IV gezeigt worden, daB alle diese 
Perioden verschiedene Zahlenwerte besitzen. Berechnet man also mit 
Hilfe einer Tafel für die goniometrischen Funktionen sämtliche Perioden 
etwa so weit, daß die Yerschiedenheit ihrer Werte zutage tritt, dann 
liefert eine einfache Vergleichung mit dem Werte des zu bestimmenden 
{f, a) die eindeutige Feststellung von a. — Die Behandlung der Bei- 
spiele j) — 17 und jp = 19 (§ 136) zeigt Ührigens, daß es zur Be- 
stimmung von K noch andere Wege gibt. 



Zwölftes Kapitel. 

Zyklische und reziproke GleiclmiigeD. 

§ 143. Es sei unter Ö(x) eine rationale ganze Funktion ron x 
verstanden. Setzt man in ihr 6(x) för x ein, bildet man also 0[0(x)], 
so werde dies mit 0*(x) bezeichnet; ebenso setzen wir weiter in 
gleicher Art 

e[«>(i)] - »»(i), e[9>(«)] - o-c»), ..., »[»■{i)]-9'*'(«), ■■•, 

SO daß hier die oberen Indizes nicht als Potenzexponenten aufzu- 
fassen sind. 

Wir wollen die Oleichungen n*™ Grades 

(11 rw-o 

betrachten, deren Wurzeln die n Größen 

(2) x^, 6{x,), e%x,), ..., 0"-\x,) 
sind, und bei denen 

(3) »"(äi) - Xi 

sein soll, d. h. bei denen die Zahlenwerte der beiden Seiten von (3) über- 
einstimmen. Aus (3) folgt für jedes positive ganzzahlige k die Gleichung 

(4) if*'(z,) - e»(«,). 

Gleichungen, bei denen diese Voraussetzungen sich verwirklichen, 
heißen zyklische Gleichungen. Zu ihnen gehören die im vorigen 
Kapitel behandelten Kreisteilungsgleichungen, denn für sie ist n—p—l 
und 
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ferner gehören zn ümeo die PeriodengleichimgeQ e"" Grades IX, S. 170, 
wie aus X und XI hervorgeht Für sie gelten demnach die jetzt her- 
znleitenden Resultate gleich &Ub. 

§ 144. Verstehen wir nun unter a eine primitire Worzel der 
Gleichung 

(5) a^ - 1 - 0, 

dann sind jetzt alle n*™ Einheitswurzeln durch die n Glieder 

1, a, a*, . . ., «""' 
gegeben. Mit ihnen bilden wir die » Ausdrflclie 

(6) »,"«,+ we^x^) + a»«Ö*(a;,) + a*''e»(a;,) + ■ ■ ■ -|- «(—»«Ö— '(«,) 

{K-0,l,...,n-l) 
und nntersuclieD die Änderung, die das Produkt 

(7) t), ■ V"" =- («1 + tt"HXi) + a^'eHxi) + ■■•)■ 

(x^ + ue(3;,) + tt.'0Hx:^) + ■■■)'" 

erleidet, wenn man in ihm x, durch 6{Xi), also jedes 0f(x^) durch 
ÖP*'(«j) ersetzt. 

Dabei geht die rechte Seite der letzten Gleichung in 

(0(x,) + if dHxi) + a^'d'ixO + ■■■)■ 

(flCa:,) + «e»(3:,) + o»Ö'(«,) + • ■ ■)"-' 

= a-'{a-eix^) + a'-O^ix,) + a»-Ö»Ca;,) + ■ - ■)a-''+' ■ 

{aßix,) + ß'e»C*,) + ^0'lx^) + ■ ■ ■)"- 



über, d. h. sie ändert sich nicht Man kann ausführlicher mit Angabe 
des Arguments bei den c schreiben 

».[»(»i)] • »,[«(«■)]—- ».(»,) • •.(«.)-'■ 

Wenn man hierin nochmab x^ durch 6{x^ ersetzt, usw., dann folgt, 
wie ans den eckigen Klammem ersichtlich ist, 

- •.[»'(»■)] • •> i»- («.)]— - «,[»■(»,)] • «.[«'wi— - ■ ■ ■ • 

Demnach wird jedes 

(8) ...v-'-ihW-iC«,)— +.>.(«)■.',(«)— 

+ !.,(9') ■<.,(«■)— + ...] 

eine symmetrisclie Fmiktion der Wurzeln von (1), also rational in den 
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Koe^zienten ron (1) darstellbar, kann demnach als bekannt angesehen 
w^erden. Wir bezeichnen 

(9) »,■ V"" = J^. ix = 0,l,2,...,n- 1), 

wo die L^ rational in den Koeffizienten von f{x) und denen von 6(x) 
sind. Insbesondere ist für x <— and x — 1 

so daß man dnrch Äueziehung einer w*™ Wurzel ans einer bekannten 
Größe ]\ zu 

(10) «.-Vl, 

kommt, und dann weiter rational durch v, die Größen 

*«=A' "«-X"-' ''» = A*^' ■■■' "»-'--LT*'' 
darst€lleB kana. Hierdurch ergibt sich dae System Ton Gleichungen 

I, + 9(1.) + »'(«,)+ e'(.,) + ^ 

a;, + « «(»,) + «■»■(i,) + «'»'(i,) + — yr^, 

», + «•e(«,) + «-»'(i,) + «•»■(«,) + i^VV, 

X, + «'»(i,) + ««e'c»,) + o'e'Ci,) + ^ Vv, 

wenn man diese Qleicbnngen der Reihe nach mit den Potenzen der 
primitiven «"" Einheitswurzel a 

1, a— , «-»', «-'", ..., a-C-')' ()( = 0,l,2,...,w-l) 

multipliziert und die « Produkte addiert, dann folgt 

(11) fl'(:r,) = -^[X„ + «-'i,VÄ + a-»'i,rV+«-''X,fV+-- 

+ «-(-««£._, Vi,^']. 

Bedenkt man, daß die Potenzen von a die »**" Einheitswurzeln 
sind, 80 kann man diese Potenzen in die »-deutigen n^" Wurzeln aus 
L, einb^reifen und schreiben 

('2) *.-:4h + A^+i.('rA)'+4(yÄ)'+--- 

+i._,(ri;)-'], 

wo Xi jede n" Einheitswurzel von (1) sein kann. 
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Können die Warzelo einer algebrftiBclien Qleiohung 
n"' Grades in der Form 

»., 0(x,), »"(l,), . . ., «-'(«,) 

dargestellt werden, wo 0(!c) eine rationale Funktion toh ;r 
bedeutet, fflr die ö"(«i) wieder ■- ar^ wird, so ist die Glei- 
chung durch Wurzelausdrttcke lösbar. 

% 115. Wir wollen jetzt die Toransaetzuo^n über (1) erweitem: 
(1) sei eine irreduktible Gleichung, bei der zwischen zwei Wurzeln 
af und Xi eine rationale Beziehung besteht, etwa 

(13) x' - e{Xi). 
Demnach ist 

/■(»•) -r(ei,)-o, 

d. h. x^ ist eine Wurzel der Gleichung 

f{e,)-o. 

Da diese mit der irreduhtiblen Gleichung (1) eine Wurzel gemein 
hat, 80 hat sie alle gemeinsam und insbesondere 6(Xi), A. b. es ist 
identisch 

Folglich hat (1) auch die Wurzel x — 0*(x,). Daraufhin beweist man 
in ähnlicher Axt die Existenz der Wurzel x = Ö'(afi) von (1) usw. 
Allgemein: Jedes Glied der Reihe 

(14) i„ 9(1,), «•(».), »»(i,), . . ., e-ix,), ■ ■ ■ 

ist eine Wurzel von (1). Da aber diese Reihe unendlich viele Glieder 
enthält, während (1) nur » Wurzeln besitzt, so müssen gewisse 
Gleichungen Ton der Form 

e«+'(a;,) - e'{x^) 
gelten. Schreiben wir diese Gleichung in der Gestalt 

9'[9"(«,)] - »"(%), 

SO sehen wir, daß die beiden Gleichungen in y 

«»(f,)-» lud f{y)-0 

eine Wiirzel, nämlich y = Ö''(«i) gemeinsam haben; wegen der Irreduk- 
tibilität von f{y) — hat dann ^{y) = y alle Wurzeln Ton /"(y) — 
zu Wurzeln, insbesondere y — x,, d. h. es ist ^(x^^x^. Also gibt 
es in (14) Glieder, die dem ersten gleich werden. Tritt dies beim 
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Burchlanfen der Reihe (14) von links nacli rechts zum ersten Male 
fUr A — m ein, dann erkennt man leicht, daß auch 

»■{Xi) - e^+'ix^) - Ö^^+^Ca;,) («-0,l,2,...,»t-l) 

ist, und daß die m Glieder 

(15) «,, Ö(a;,), e'{x^), . . ., e^-\xC) 

alle untereinander verschieden sind. 

Stellt (15) alle Wurzeln ron (1) dar, d. h. ist m — h, dann wird 
(1) eine zyklische Gleichung. 

Ist m < tt, dann gibt es Wnrzeln x — x^ von (1), die in (15) 
nicht vorkommen. Wendet man auf x^ genau die Schlüsse an, die 
von X — x^ auf (lö) geführt haben, so kommt man auf eine Reihe 

(16a) x„ e(z,), «'(i,), . . ., r'-'(«,) 

von lauter verschiedenen Wurzeln von (1), und es ist 

e"'(x,) - X,. 

Wir finden m'—m. Wäre nünlich etwa »'<»», so folgt, da die 
beiden Gleichungen 

f(s)-0 und e"'(j,)-j,-0 

die Wurzel y — x^ gemeinsam haben, und da f(y) irreduktihel ist, 
daß auch 

f{Xi) — und Ö"'(^) — ai - (m'<m) 

ist. Die letzte Qleichung steht aber im Widerspruch zu (15). Also 
ist m' — m. Im Falle m> m' macheu wir äbnlidie Schlüsse. Wir er- 
kennen: Ist m = g ■ m', so kann man die Wurzeln von (1) in 
g Zeilen einordueu 

IXi, 0Xi, e%, ..., B^-^Xj, 
x^, ex,, e'x^, ..., e^-%, )-(^^^_^^.„_i^g^..,^^]^ 
^^, e*„, B\, ..., e-^-'x^, 

wobei jede Wurzel von (1) einmal und nur einmal auftritt. 
Die letzte Behauptung ist noch zu beweisen; das geschieht so: Wäre 
etwa 

so könnte daraus die Relation 

ö-i*+''a:i -= x, 
erschlossen werden, d. h. x^ käme schon unter den Gliedern der Reibe 

x^, 6xi, Ö'x„ .. ., 0^'^xt 

12' 
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Tor. Das aber warde anageacMosseii, und damit ist die Gichtigkeit 
der Behauptung dargetao. 

§ 146. Setzt man nun, der Anordnung (16) der Wurzeln ent- 
sprecbend, 

(17) (''-^,)(^-»^t){''-ß'^)---{'-^-%)-V,i^), 

Bo sind die g Gleichongen in e 

9.„(^)-0 («-1,2, 3,... ,5) 

zykliscli, und es wird eein 

Auf diese Zerlegung wollen wir näher eingehen. 

Eb sei y^ irgendeine ganze symmetriBche Funktion Ton x^, ßZi, 
6*Xi, ..., ö"~*a:i; dann wird 

»1 - '/'(«l) - *(ÖiE,) - *(Ö*«i) ^(«"-'it,)- 

Bezeichnet man mit y,, y,, • ■ -i Vg <^^ Werte, die y, annimmt, wenn 
man in yj die Wurzel x^ durch x^, x^, . . ., x eisetzt, so findet man 
entsprechend die Relationen 

y, - ■^(iT,) - ^(Öa;,) - ^(ff"«,) ■^(Ö™-»«,) 

und daraus 

1 -^n , , /«-0,l,...,m— 1\ 

!r, + ». + - + y,-i2«.(»-.,) [^_ll,l, ). 

wobei die rechte Seite symmetrisch in den Wurzeln Ton (1), also 
rational in deren Koeffizienten dai^estellt werden kann. In gleicher 
Weise finden wir für ein beliebiges ganzzahliges ). als Exponenten 

Eb sind also die Wurzelpotenzsammen und damit die £oeffizienteu 
der Qleichung 

(18) (?-»,)(»-!(,) • ■ ■ (j-jr,) = s»- «,?•-'+ ■ • • ± «, - 

rational bekannt. Man kann daher jede ganze rationale Funktion von 
a:,, 6xi, ö*«!, . . ., Ö"'"'a;i mit Hilfe einer Glleichung (18) vom Grade </ 
bestimmen, und weiter dann jede der Größen x^, Bx^, Ö'a:,, ..., S^'^x^ 
mit Hilfe einer Gleichung (17) vom Grade m. 
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Die Lösung von (1) des Glrades n = m-g ist damit zurückgeführt 
auf die einer Anzalil von Gleichungen m'™ und ^r*™ Grades. 

H. N. Abel, Ton dem diese Untersuchungen stammen, hat das 
Resultat noch weiter präzisiert. Er zeigt, daß es genügt, eine 
Gleichung g"^ and g Gleichungen ffi"" Grades zu lösen, um aEe Wur- 
zeln von (1) zu bestimmen. Hierauf können wir aber nicht lüiher 
eingeben. 

% 147. Ein einfacbes Beispiel für die in den letzten Pan^apben 
besprochenen Verhältnisse liefern die sogenannten reziproken Glei- 
chungen. Wir nennen eine Gleichung F{x) ■= reziprok, wenn 
mit jeder Wurzel a;^ gleichzeitig ihr reziproker Wert — eine 
Wurzel der Gleichung wird. 

Im aUgemeineu werden die Werte v, und — voneinander ver- 
schieden sein; es kann aber auch 

^. = i für ,,.-±1 

die aufgestellte Bedingung befriedigen. Von diesen Wurzeln ■{• 1 und 
— 1 sehen wir nun zunächst ab; dann kann jeder Wurzel x^ von 
F{x) = eine von x^ verschiedene Wurzel a^ zi^eordnet werden, für 
die X, ■ x,= 1 ist, oder auch x, = ~- 
Ist nun 

F(x) = %ar+a^xf-'^+at!l^-*■\ h «,_ia:*+ a^_,a; + a, — 0, 

so wird 

a^-J'f^J = a^sif + (i„_,a:"-' -f o,.»«"-* H 1- a^x^ -H «j« + Oo — 

die gleiche Gleichung sein wie F{x) — 0, und daraus fließt durch 
Ve^Ieichung entsprechender Koeffizienten 



Bezeichnet man den gemeinsamen Wert dieser Brüche mit q, 
gibt sich 

und entweder 



oder 



!-»!,•• 


. »— , 


-«„ 




1 «., 


■■, «. 


-.-- 


- a^. 
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I>«mentBprecIieDd folgt entweder 

ao(iC" + 1) + o,(af -^ + a;) + a,(af-» + a;«) + ■ • ■ - 
oder 

flo(«"-l) + a,(af -«) + 0,(1--«-»») + 0. 

Die zweite dieser beiden Formen läßt die Wurzel x — 1 zu; von 
dieser Wurzel hatten wir aber die reziproke Gleichung F ^ O von 
vornherein befreit. Es bleibt also nur die erste der beiden Formen 
zurück. In ihr können wir n — 2v setzen, da die Wurzeln in Paaren 
zu je zwei angeordnet werden können. Dividiert man die entstehende 
Oleichuug darch x*, so ergibt sich 

(19) „.(.. + i) + „.(^-. + -±,)+„,(,.-. + -i,) + ..._0. 

Diese Form läßt sich dnrch eine naheliegende Transformation stark 
Terein&chen. Wir führen eine neue Unbekannte t/ ein, die mit x 
durch 

(20) ?-* + !■, 
oder, was dasselbe besagt, durch 

(20a) j_i(j, + y9^n) 

verbunden ist. Die Poteuziemng von (20) oder die Benutzung der 
einfach zu beweisenden Rekursionsformel 

liefert dann die Reihe der Gleichungen 

'f + ii-f-H. 

»* + -JE - »" - 6»' + 6», 



Ffllirt man die Werte der rechten Seiten in (19) ein, so verwandelt 
siclr diese Gleicbong vom Grade 3v in £ in eine solche Tom Grade v 
in y unter Hinzunahme einer quadratischen Gleichung für x. 
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liat einen der beiden Werte +1, — 1. 

Die Annahme p — + 1 ist im voranfgehenden behandelt und er- 
ledigt worden; sie liefert die reziproken Gleichungen in der Form 

Oi,a?'+ Oia!"-'-f- o,a;"-'+ ■ ■ • + a^a^ + a,a;*+ o,, — 0. 
Die Annahme (> ~ — 1 läßt sich leicht behandeln; sie ftlhrt auf 
die Form 

o^af -l-o,«"-^+a,a;'"*H a^x'— a^x^~a^ — 

und ergibt die Existenz einer Wurzel x =- 1. 



Dreizehntes Kapitel. 

Snbstitatioiieiignippen. Funlctioneiigattungea. 

§ 149. Die im nennten Kapitel gegebene Behandlang der ein- 
und der zweiwertigen Funktionell von n unbeetimmteD 'Größen a;,, 
Xj, . . ., x^ fuhrt ungezwungen auf die Frage nach den mehrwertigen 
FWktionen dieser Größen und läßt schon Ton vornherein vermuten, 
daß sie ftir die Theorie der algebraischen Gleichungen von Nutzen 
sein werden. 

Eine ganze rationale Funktion <Pi(x^, x^, . . ., x^ der Größen X-^, 
Xf, . . ., a;„ heißt p-wertig, wenn die »I Permntationen der Größen 
x^J sTj, -..fXg im ganzen p voneinander verschiedene Werte gi^, <pj, ■■■,fp. 
aus qp] hervorrufen. Bezeichnen wir also den Übergang von der natür- 
lichen Anordnung Xy,x^, ...,X^T>'a der Permutation Xj,^^, ...,Xf durch 
das Symbol 



(1) 






und nennen s, eine Substitution der Elemente x^, so gibt ea Sub- 
etitutiouen, die ip^ in tpi, solche, die tp^ in qog, . . ., endlich 9, in 91 
Überführen, Bemerkenswert ist die identische Substitution 

\Xi, «„ Xt, ..., xj 

die sich dadurch auszeichnet, daß jedes x^ an 
Wir bezeidmen gel^^Üich Sg — 1. 
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§ 160. £h ist klar, daß die Elemente x^ der oberen Zeile der 
Substitution (1) beliebig angeordnet werden können, ohne daß die 
Substitution geändert wird, falls nur unter jedem x^ das x, steht, 
durch das nach (1) das Element x^ za ersetzen ist. Bilden also k^, 
\,hg,..., A, eine wiUkfirliche Pennutation der Zahlen 1, 2, 3, ..., n, 
BO kann man statt (1) auch schreiben 



(la) 






Ist ein x^ gleich dem in (1) oder (la) darflber stehenden x^, ISSt 
also die Permutation das Element x^ an seiner bisherigen Stelle, dann 
braucht die aus beiden Elementen bestehende Spalte nicht in das 
Symbol der Substitution aufgenommen zu werden; es ist daher z. B. 



/Xi, Xt, Xt, x^ _ jXi, Xt, x\ 
\xt, x^, a-j, xj Vir,, x^, xj 



Katürlich ist dies aber nur dann angängig, nenn die Elemente der 
Substitution bereite anderweitig festgelegt sind. 

Läßt Sf auf x^ folgen x,,, auf x^, femer x^ usf, auf x^ weiter x 
und auf x^ endlich wieder x^ (was ja einmal vorkommen muß), so 
können wir diese Elemente (la) nach dem soeben Besprochenen so 
anordnen : 



Da die angegebenen Elemente x^, x,,, . . ., x^, x^ nicht weiter in 5^ 
vorkommen, so kann man sie von den übrigen abtrennen und sie für 
sich in eine Klammer schließen 



IX^, «j, ..., Xj, x\ 
\Xf„ Xg, . . ., x^, xJ 



(Ib) 

Man nennt (Ib) einen Zyklus und die Anzahl der in ihn eingehen- 
den X seine Ordnung. 

Ein Zyklus von der Ordnung 3 ist eine Transposition. 

Jede Substitution ist auf mannigfaltige Art in Zyklen zerlegbar. 
So hat man z. B., wenn man der Bequemlichkeit halber nur die In- 
dizes der X hinschreibt, also statt x^ nur a, die Darstellungen 

n, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0\ /l, 4, 9, b\(2, 6, 8\ A 0\ /7\ 
\4, 6, 0, 9, 1, 8, 7, 2, 6, 3/ " U, 9, 5, 1 Ae, 8, 2A0, V\l) 
(1, 4, 9, 5\ /O, 3^ /6, 8, 2\ /O, 3\ (8, 2, 6\ (b, 1, 4, 9\ 
" U, 9, 5, IA3, 0/\8, 2, 6/ " \i, 0A2, 6, 8A1, 4, 9, 5/ " 
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§ 151. Wir betrachten nun sämtliclie Substitutionen, unter deren 
Einfluß eine beliebige vorgelegte Funktion ^ — g>i m^eandert bleibt. 
Dies seien die Substitutionen 

(3) s,, s„ Sj, ..., s,. 

Bildet miui jetzt (9, ), , d. b. führt man in 9} zunächst die zu (3) ge- 
hörige Substitution s^ durch und dann in dem hierbei erhaltenen Ke- 
sultate q>,g die auch za (3) gehörige Substitution s., so bleibt bei 
beiden Operationen der Wert der Funktion <p = ^^ ungeändert. Nun 

ist die Aufeinanderfolge zweier Sabstitutionen 



wieder eine Substitution, nämlich die folgende 

\^?<,^> ^i««,' ■■■' */*=„/ 

die wir als Produkt von s„ und s, bezeichnen wollen. Wir schreiben 
das Resultat in der Form 

(Ö) Sy - s„ ■ s^, 

obwohl diese Bildung einer der wichtigsten Eigenschaften des Produktes 
gewöhnlicher Zahlen entbehrt, nämlich der, von der Stellung der 
Faktoren unabhängig zu sein. 

Aus dem zu Anfang dieses Paragraphen Qes^^en folgt, daB, wenn 
die beiden Substitutionen s„ und Sg zu den unter (3) g^ebenen ge- 
hören, die 9?! — v nicht ändern, auch ihr Produkt unter (3) vorkommt. 

Wir nennen jeden Komplex von Substitutionen eine Substitu- 
tionengruppe, wenn er das Produkt je zweier in ihm auftretenden 
Substitutionen enthält. Dabei können die beiden Faktoren auch ein- 
ander gleich sein. 

Wir wollen s^ bzw. Sg aus (4) kürzer durch bloße Indizesasgabe 
bezeichnen und schreiben demnach 



(6) 



-(;:::,::^{;). -.-C;:':::)"©- 



Für die identische Substitution Sg aus (2) setzen wir, wie schon an- 
gegeben, d^ Symbol 

was angeht, da man fSr jedes s^ die Gleichung s^s^ — s^s„ hat. 
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Ea gilt nun ftlr Substitutionen der Satz: Ist die äleichang' 

erfüllt, so folgt daraus die Gtleichung 
Ist nämlioh 

'-(::;:::). ^-(:;:;,:::). '.-(:::;.:::) 

(•-1,2,3,...,»), 
so folgt 

'A-(:::;.;::), «-(:;:,;,:::) 

nnd wegen der Torausgesetzten Gleicliheit von a^$ und s^S- ergibt sicli 
der Reihe nach 

^oj-yj*,. «(-('( «nd s„ — «^, 
wie behauptet war, 

In gleicher Weise erkennt man: Ist die Qleichaag 

erfüllt, so folgt daraus 

«a - S/t. 

Weiter ei^iht sich: Bedeuten die Symbole 

(8) 8„, s^, s^, . . ., s. 

voneinander rerschiedene Substitutionen, und bedeutet 8„ 
eine beliebige Substitution, so sind auch die Substitutionen 

(9) S^S„, 8pS^, s^s„, . . ., s^s^ 

untereinander verschieden. — Wenn insbesondere die Snbatitn- 
tionen (8) die Elemente einer Gruppe sind, der auch *„ angehört, 
dann sind die Substitutionen (9) bis auf die Reihenfolge mit denen 
BUS (8) die gleichen. 

Wir haben für die Aufeinanderfolge zweier Substitutionen die Be- 
zeichnung „Produkt" eingefSbrt; es fragt sich, inwieweit die gewöhn- 
lichen Mnltiplikationar^eln (das kommutative, das diatributive nnd 
das assoziative Gesetz) hier noch gültig sind. 

Das kommntative Gesetz der gewöhnlichen Produktbildui^ 
ab — ba 

gilt hier im allgemeinen nicht mehr, wenn a und b beliebige Sub- 
stitutionen bedeuten. Das wiurde bereits erwähnt; als Beispiel gelte 
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noch folgendes, wobei lüe £„ wieder durch ihre Indizes a ersetzt sind. 

Es ist: 

(1 2 S\n 2 3\ /l 2 3\ /2 3\ 
\2 3 lAs 1 3/ \1 3 2/ " \3 2/' 

dagegen wird 

n 2 a\n 2 3\ /i 2 3\ n 3\ 

\2 1 3A2 3 1/ " Is 2 1/ " U 1/ ' 

also kSnnen Teischiedene Anordnungen der gleichen Faktoren auf rer- 
achiedene Produkte fähren. 

Dagegen gilt bei der Multiplilication von Sabstitntionen das asao- 
ziatire Gesetz, d. h. es ist 

In der Tat wird, wenn man die drei Substitutionen in der Form 

/i, 2, ...\ n, 2, ...\ /i, 2, ...\ 

'--U«....)' ^^"Wa,...)' ''-Lr...J 

ansetzt, zunächst 

/ 1 , 2 , . . A 
(«„sJs^ =1 i, , 



und dann weiter 



s,{s/,s^) 



■('■ '■■■), 



so daß dadurch das assoziative besetz bewiesen ist. 

Auf Gmnd dieses Gesetzes kann man die Potenzen von 
stitutionen definieren: 

«„S„ " 8^; S„SgS„ = (s^Sg)Sg "= S^ ■ Sa ™ ^ai^a^a) ^ *« ' ** ' 



Da es nur m! Permutationen unter n verschiedenen Gfrößen gibt und 
demnach ebenso viele Substitutionen, so muß es in der Reihe der 
Potenzen jeder Substitution 

s., s«S si> S„S «„) ■ • ■ 

einander gleiche Potenzen geben. Aus der Annahme solcher Gleichheit 



Dig.tz.dO.'GoOt^lc 



188 Dreiiehnta Kc^üd. SubttititUotumgrvppm. FwilctionengaOungm 
«Tffht sich anter Benatzong der id«ntiBclien Sabstitutiou (2) 

d. h. unter den Potenzen jeder Substitution s„ kommt die ideutisi^e 
Substitution 5^ = 1 vor. 

Ist T der niedrigste Exponent > 0, för den s*— 1 wird, 
so beißt t die Ordnung von s. Dies stimmt mit der DefinitioD 
der Ordnung eines Zyklus überein. 

Für das distributive Gesetz gibt es bier natUrlicb keine Statt. 

% 152. Alle Potenzen, deren Exponent < t ist, d. h. alle QHeder 
s" — 1, s\ s*, s*, . . ., s'"' 
sind untereinander verschieden. Denn aas einer Gleichung von der Form 
S'^ — S' {fi < V < t) 

würde, wie oben, folgen 

«"-''—1 (v — f*<r), 

was der Annahme über t widersprechen würde. 

Wir können jetzt auch Potenzen von Substitutionen mit negativen 
Exponenten definieren. Das geschieht durch die Gleichungen 

s"'=s*-^, s~* = s'-*, s~' — s'~^, .... 
Da sich hieraus ei^ibt 

s''sr>' ^S'fsi' — 1, 

so dürfen wir definieren: S"'' ist die Reziproke von sf, und wenn 
^a ~ (""■*'■ ■) "*j Asnn. folgt «-• = (■■■"*■■ -y 

Enthält eine Substitutionengruppe die Substitution s, so alle 
Potenzen von s und insbesondere die identische Substitution Sg. 

% 15S, Nachdem wir uns so über die Substitutionen vorlänfig 
orientiert haben, kehren wir zu den Betrachtungen von § 149 zurück. 
Wir zelten dort, daß jeder ganzen Funktion f>{xy,x^, ...,x^ von 
n unbestimmten Größen Xi, x^, ...,«„ eine Substitutionengruppe dieser x 
zugehört, die dadurch charakterisiert ist, daß sie alle und nur die 
Substitutionen umfaßt, deren Anwendung auf ip diese Funktion un- 
geändert läßt. Wir wollen nun auch umgekehrt nachweisen, daß jeder 
Substitutionengruppe eine, ja unendlich viele Funktionen der ange- 
gebenen Eigenschaft zugehören. 

Zunächst betrachten wir eine Funktion V ^oo der Form eines 
Monoms 

^(X^, SCj, ...,xj = x^x^ . . . x^, 
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bei der die Exponenten a, ß, . . ., d fest nnd alle untereinander ver- 
schiedeu sein sollen. Dann hat i> bei den nt Sabatitutionen der x 
untereinander lauter verschiedene Werte. Wir bezeichnen mit 

den Wert, der aus ^ durch Verwendung von s^ hervorgeht. Sind nun 

(10) S|), s,, Sj, , . ., s^_i 

die Substitutionen einer Gruppe, die wir mit G bezeichnen, dann 
bilden wir die Summe 

und behaupten, daß O zur Gruppe G gehört, mit anderen Worten: 
daß (p für alle Substitutionen (10) ungeändert bleibt und auch nur 
für sie. Ist nämlich s^ eine Substitution von (10), so gibt ihre An- 
wendung auf O das Resultat 

*,„ - K-^ + K-c + *'.'« + ■ ■ ■ + K.J: 

und nach § 151, (9) ist dies gleich <^; damit wäre der erste Teil der 
Behauptung begründet. 

Ist dagegen a eine Substitution der x, die nicht unter (10) vor- 
kommt, so sind die r Substitutionen 

s^a, Sjtf, Sjtf, . . ., s,_itf, 

wie leicht zu sehen, voneinander und ebenso voa den Substitutionen (10) 
verschieden. Das Entsprechende gilt von den Funktionen 

*o. ^,,',> *^aJ ■ ■ ■) ^v_,oi 
uDtereinauder, so daß O und 0^ keinen Summanden gemein haben, 
also verschieden sind: ^„ 4= ^■ 

Wir haben hiermit eine Regel gegeben, durch die beliebig viele 
Funktionen bestimmt werden können, die zu der Gruppe G von r Sub- 
stitutionen gehören. Wir wollen alle Funktionen dieser Eigenschaft 
einer und derselben Funktionengattung zuerteilen; diese ist durch 
die Gruppe als ihre j^Invariante" eindeutig bestimmt Die zu einer 
Gattung gehörigen Funktionen sind, wie bald gezeigt werden soll, 
durch wichtige algebraische Eigenschaften miteinander verbunden. 

§ 154, Es sei wieder 9(2,, a:,, ..., 3^_) eine mehrwertige Funktion 
der x^\ sie gehöre zur Gattung G mit den r Substitutionen (10); 
ff, sei eine nicht in G enthaltene Substitution der x„, also 9>a-h9' 
Wir betrachten die Reihe von Substitutionen 

(11) Sjff,, s,tf,, s,ff„ . . ., s,_,ff,. 
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Anf 9> angewendet, et^ben sie sämtlich 

d. h. eie wasdehi sämtlich den Funktionalwert 91, in 9^ um. 
Wenn umgekehrt fUr eine Substitution r. 

'Pt~ fa > *^*' Vto -' — 9* 
ist, 80 gehört t0j~* su dem Komplexe (10), da es die Funktion 9 
nicht ändert Folglich gibt es in (10) ein s^, fSr das 

Tö,-* — s„, also * •- So«t, 

wird. Demnach enthält (11) alle Substitutionen, die den Funktional- 
wert 9> in 9> überfahren. 

Endlich sind alle Glieder von (11) untereinander verschieden, da 
aus einer Qleichung ron der Form 

s„tf, — Sgiij folgen würde s„ — s.. 

Daher liefern (10) und (11) zusammen 2r untereinander ver- 
schiedene Substitutionen. 

Ist 2r<»[, so gibt es außer den 2r noch eine neue Substitution, 
die wir mit tf, bezeichnen wollen; mit der Reihe 

(IIa) fijtr,, «1«,, ..., s^_,tf( 

stellen wir dieselben Betrachtungen an wie soeben mit (11) und sehen 
dabei, daß (IIa) alle und nur die Substitutionen entlüilt, die ^ in 9:, 
umwandeln. 

So geht es weiter, bis alle n\ Substitutionen ontergebracht sind; 
die SchluQreihe lantet dabei 

(Hb) Sjtfp, s,«p, ..., s,._iffj. 

Dabei folgt rq — »! Benennt man die Anzahl der Substitutionen 
einer Gruppe ihre Ordnung, ao gilt: Das Produkt aus der Werte- 
anzahl einer Funktion in die Ordnung ihrer Gruppe ist n\. 
Es bestehen daher z. B. filr n — 4 nur die Möglichkeiten r — 1, 2, 3, 
4, 6, 12, 24 für die Werteanzahl einer Funktion Ton Tier Variabein. 

§ 156. Die Überlegungen und Schlüsse des vorigen Fan^p-aphen 
lassen sich leicht verallgemeinern. Die zur Funktion ^{Xi,Xi,...fX^ 
gehörige Omppe G bestehe aus den Substitutionen 

(10) s„s., ..., s,.,. 

Weiter sei eine Funktion /(a;,, ij, ..., a;J mit der zugehörigen 
Gruppe H gegeben, die neben anderen noch aÜe Substitutionen (10) 
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enthält. Es sei ferner e^ eine nicht in G enthaltene Sabstitntion 
TOD H. Wir bilden mit ihr den Komplex 

(11) Sjffj, S,ffj, ..., Sr_,ff, 

und fahren mit ihm die oben angestellten Schlüsee durch. So stöfit 
man auf den Satz: Kommen alle Substitutionen einer Gruppe G 
der Ordnung r unter den Substitutionen einer Oruppe S der 
Ordnung »■„ Tor, so ist r^ ein Vielfaches Ton r. 

Oder auch; Bleibt eine p^-wertige Funktion X(a;j,3;,, .,., «J 
für alle SubatitutioneD ungeändert, die die ^-wertige Funk- 
tion ^{Xi, Xf, . . ., x^ nicht ändern, dann ist g ein Vielfaches 
Ton Po- 

K^immt man S als symmetrische Qmppe, demnach r^ — n\, ao 
kommt man auf die entaprecbendeti Sätze des vorigen Par^raphen 
zurück. 

Eine Gruppe G, deren Substitutionen sämtlich in der Gruppe E 
enthalten sind, heißt eine Untergruppe oder ein Teiler von S. 
Die Gattung, der die Funktion X(:r^, x,, . ..,x^ angehört, steht 
unter der Gattung, der die Funktion 0(Xi,Xj, -.-)«,) angehört. 

Die symmetrische Gattung steht unter jeder anderen Gattung. 

§ 156. Nun sei tpt^^ipg^ einer der Werte, die 9 annehmen kann. 
Wir fragen nach der zu 91, gehörigen Gruppe, d. h. nach dem In- 
h^iffe der Substitutionen, die, auf y, angewendet, keine Wertänderung 
dieser Funktion herrormfen. 

Ist T eine von diesen Substitutionen, d. h. ist qo^ , =» 93^ , so folgt 

'P " fa o ~^ ^ 'Pa iB ~^] ^^^^ ^a'^o"* "^ ^di 

da ja «j,Tff„~' zu der Gruppe G gehört Die letzte Gleichung liefert 
weiter 

wo Ss alle Substitutionen von G durchlaufen kann (10). 

Umgekehrt ist leicht zu sehen, daß, wenn s„ irgendeine Sub- 
stitution von G ist, dann die Substitution x — 0g~'s„tfi den Wert tp, 
nicht ändert. Demnach bilden die r Substitutionen 

Öj-^Sjff, — 1, ffs~^S,ffj, . . ., ö,~^s„ff,, . . ., ff,~^^r-l*I 
die zu <pf gehörige Gruppe. Wir bezeichnen sie symbolisch durch 

Die Grundfordenmg für die Gruppeneigenschaft eines Systems 
von Substitutionen ist im vorliegenden Falle wegen des assoziativen 
Gesetzes 
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Sie ist hier be&iedigt, da iteta s^Sg gleich eiDem s^ gesetzt werden 
kann, wo s„, s^, s^ za G gehören. 

Die Werte 

ff, ff,-'Gff„ (Jf'Ga^, ..., tf~'G<f^ 
nennen wir die sn G konjagen Werte and die Gesamtheit der je 
r Sabstitutionen von (11), (11&), -■■ die zar Omppe G konjugen 
Komplexe. «f'Gff heißt die Transformierte Ton G durch «. 

% 167. Wir haben im Torigen Kapitel symmetrische oder ein- 
wertige und zweiwertige Funktionen von beliebiger Voriablenuizahl n 
kennen gelernt und untersucht, also solche, bei denen q— 1, r — n!, 
und solche, bei denen p — 2, »- — -5-»! ist. Wir wollen die beiden 
hierdnrch bestimmten Funktionengattungen ron den neuen, jetzt ge- 
wonnenen Gesichtspunkten aus nochmals untersuchen. 

Die zu der symmetrischen Gattung gehörige Gruppe, d. h. die 
symmetrische Gruppe besteht aus aämtlichen nl Substitutionen 
der Elemente ij, 3^, . . .,x^. Enthält eine Gruppe ff von n Ele- 
menten die (n — 1) Transpositionen mit einer gemeinsamen 
Variablen, etwa 

(x^Xt), (x^Xt), ..., («,«,), 
BO ist ff die symmetrische Gruppe. Denn zunächst enthält G 
die Produkte 

(x^!ei){x,xt)(.x,xt) - (,x,x,), 

d. h. sämtliche Transpositionen der n Torgel^en Elemente. 

Zweitens läßt sich jeder Zyklus durch Aufeinanderfolge TOn Trans- 
positionen darstellen. Denn man bat beispielsweise für einen Zyklus 
von fünf Elementen 

(x^XtX^x^x^) - (x^x;)(x^Xt)(x^x^(XiX^), 
und ähnlich im allgemeinen Falle. 

Drittens ist jede Substitution in Transpositionen zerlegbar. 
Daher gilt der ausgesprochene Satz in rollern Umfange. 
% 158. Die allgemeine Form der zweiwertigen Funktionen ist 
nach früheren Untersuchungen 

Si{xi, x,, . . ., «J + ^(a;,, Xt, . . ., jrj ■ YÄ. 
Hierin bedeuten iS, and S^ zwei beliebige ganze symmetrische Funk- 
tionen; weiter ist 

V^-(x^-Xj)(x^~x,)(x^-Xi)...(ic,-x;) 
{x,~Xs)(x,-Xt) . . . (x^- x„) 
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die Qnadratwnnel anB der DiBkriminante der n QrSBen a:,, x^, . . ., x^. 
Die gesuchte Gruppe ist dann offenbar ideotiech mit der zu l/A ge- 
hörenden Örnppe. Kon haben wir oben bereits bewiesen, duB der Wert 
voD V^ fQr jede Transposition (x^x^ in den «itgegMigesetzt gleichen, 
d. h. in (— yÄ) übergeht. Die Ornppe von l/Ä soll deswegen die 
alternierende Gruppe hmSm. Diese besteht aas allen Substitu- 
tioneu, die duroh eine gerade Anzahl aufeinander folgender Trans- 
positionen darstellbar sind. Daraus ergibt sich zugleich, daß jede solche 
Darstellung einer Substitution s durch Transpositionen (die auf unend- 
lich Tiele Arten möglich ist) entweder stete eine gerade oder stets 
eine ungerade Anzahl tou Transpositionen erfordert, und zwar tritt 
das erstere oder das zweite ein, je nachdem die Substitution s die 
Funktion YK ungeändert läßt oder sie Sndert. 

Wir bebachten als Beispiel das Folgende: Man hat die Gleichung 

und ersieht daraus, daß die alternierende Gruppe alle Zyklen dritter 
Ordnung enthält. Umgekehrt^ da die Gleichungen gelten 

so lassen sich alle Produkte von 2, also von 4, von 6, . . . Trans- 
positionen aus den Zyklen von je drei Elementen zusammensetzen. 
Daraus ersieht man, daß eine Gruppe, die alle Zyklen von drei Ele- 
menten enthiUt, auch die alternierende Gruppe in sich schließt. Der 
Komplex aller Zyklen dritter Ordnung läßt sich durch den einfacheren 
der (m — 2) Zyklen dritter Ordnung mit festen Elementen, etwa x^ 
und Xf, von der Form 

(X^X^X^, (*i«J«*)t (»l^iiCB), . . ., («,«tO 

ersetzen. Das erkennt man ans der Relation 

{x„XfX^) - {x^x^f)Kx^XtX;){x^XtX^\x^x,x^, 

die den allgemeinen Zyklus dritter Ordnung durch die beeonderen 
{x^XfX^ ausdrückt 

Somit ist bewiesen: Enthält eine Gruppe G Ton n Ele- 
menten x^, x^, . . ., x^ die (n — 2) zyklischen Substitutionen 

ix^x,x,) («-3, 4, 5,.. .,«-2), 

BO enthält O auch die alternierende Gruppe, d. h. sie ist selbst 

alternierend oder symmetrisch. 

In ähnlicher Weise kann der folgende Satz bewiesen werden: 
Enthält eine Gruppe G alle zyklischen Substitntionen 

m*" Ordnung, wobei m eine ungerade Zahl bedeutet, so eat- 

Nitto: Algebn IS 
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hält die Gruppe G auch die alternierende oder die sym- 
metrische Gruppe. 

Da die beiden Werte einer alternierenden Funktion +yÄ und 
— l/A sich nur durch ihre Vorzeichen unterscheiden, so gehören beide 
zu der gleichen Substitutionengmppe. Es gibt also Substitutionen der 
«„, die beiden Gruppen, der Ton + "j/A und der von — YA, ange- 
hören, ja die Gruppe Ton +1^^ fSUt mit der von — VÄ zusammen. 

§ 159. Gehört nun eine Funktion von p Werten 

zur Gruppe G, so gehören die konjugen Werte tou f^, die wir mit 

bezeichnen, zu den Gruppen 

die durch Transformation mit 1, tfj, a,, . . ., tf aus G entstehen. 
Gibt es nun auBer der in allen diesen Gruppen Torkommen- 
den Einheitssubstitution 1 noch andere Substitutionen, die 
gleichfalls zu allen Transformierten von G gehören? 

Die Gesamtheit aller vorhandenen derartigen Substitutionen bildet 
jedenfalls eine Gruppe H, da mit s' und s" auch s's" allen Gruppen 
O'^Ge^ angehört. Es ist für H charakteristisch, durch jede Sab- 
stitntion der x^, x^, . . ., x^ in sich selbst transformiert zu werden. 
Denn die Gesamtheit der Gruppen 

G, Of^Ga,, tfj-'G'«'». ■•■> V**'** 
stellt alle Transformiei-ten von G dar und bleibt daher ungeändert, 
wenn sie durch iigendeine Substitution der x transformiert wird; und 
dies muß mit der Gruppe H gleichfalls stattfinden. 

Die oben aufgeworfene Frage ist also in die umgewandelt, ob es 
eine Gruppe gibt, die allen ihren konjugen Gruppen gleich ist. H sei 
eine solche Gruppe. Enthält H iigendeine Substitution /, so enthält 
es auch alle Substitutionen, die t ähnlich sind; denn diese lassen sich 
ja aus t durch eine Transformation herleiten. 

Wir betrachten zunächst die Substitutionen von S, die nächst 
der Einheit möglichst wenige Elemente x^ umsetzen. Da H durch 
jede Transposition der x^ in sich selbst transponiert wird, so gilt das 
gleiche auch von dem Komplexe Sg von möglichst wenigen Elementen, 
d. h. Sg enthält alle untereinander ähnliehe, wenn es eine derselben 
enthält. Keine von ihnen kann aus einem Zyklus von mehr als drei 
Elementen bestehen, oder a%emeiner, keine derselben kann einen 
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solchen Zyklus tod mehr als drei Elementea entlialten. Denn wäre 
etwa eine SabstitatioD mit mehr als drei £lement«D 

in S^ enthalten, so lüme auch fär a — (^iXia*}) die Transformierte 

e-'Siß = (x^XgX-^^X^^■ ■)■■• — Sj, 
sowie 

SiS,~' — {Xi)(XiXi ...).... 

in Sf vor. Dieses Produkt hätte, ohne gleich 1 zu werden, sicher 
weniger Elemente als s^, was der Annahme widerspricht, daß s^ mög- 
lichst wenige Elemente in sich &sse; denn a:, ist ja beseitigt, ohne 
daß ein neues Element eingetreten wäre. 

Ebensowenig kann eine Substitution von mehr als drei Elementen 
auftreten, in der ein Zyklus dritter Ordnung vorkommt. Denn aus 

«1 =(a^i*ja;j)(^* ■■■)■■■ ^^^ a-'s^e = (xiX^x^(xj---) s, 

für 6 — (x^x^x^ folgt durch Multiplikation, ähnlich wie soeben, daS 
in M auch das Produkt 

«l8s-(^»)(^i^*- ■■)■■■ 

enthalten ist, also eine Substitution, die entgegen der Annahme weniger 
Elemente hat als Sj. Kommt daher überhaupt ein Zyklus dritter Ord- 
nung in einer der Substitutionen vor, die wir betrachten, so macht 
dieser schon allein für sich die Substitation aus. S enthalt dann alle 
Transformierte dies^ einen Zyklua dritter Ordnung und deswegen {§ 158, 
S. 193) die alternierende Gruppe. 

Es ist noch der Fall zu betrachten, daß jede Substitation von B^ 
lediglich aus Zyklen zweiter Ordnung besteht. Ist die Anzahl der Ele- 
mente x^, die =• n gesetzt werde, größer als 4, so folgt aus dem Auf- 
treten der beiden Substitutionen 

Si — (ä:i*s)(^^J ■ ■ ■< ö'^Si* -^ {x^x^ix^x^ ■ ■ - = «j 
bei tf — (a^g^iarj die Existenz von 

SiS| = (%)(^s)(«3a;s-'-)--- 
in 3', und diese Substitution hätte, ohne gleich 1 zu sein, weniger 
als H Elemente. Das fuhrt auf einen Widerspruch. Es wäre also nur 
möglich, daß die gesuchten Substitutionen sich als Tranepositionen 
ausweisen^ dann aber ist H naob früheren Untersuchungen die sym- 
metrische Gruppe. 

Ist dagegen »—4, so gibt es für diesen Fall wirklich eine solche 
Gruppe, lümlich die aus den vier Substitutionen 

(12) 1, («i«s)(a:»a;*), (%a:8)(a;,sj, {x^x^ix^x^) 
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gebildete, die sich bei jeder Transposition reprodoBiferi Äl» ein« xa 
ihr gehörige Funktion Ähren wir die eecbswertige iNinktion 

ein, Wir-bftben somit folgendes Resultat erlang: AaBer der sym- 
metrischen und der alternierenden Gruppe von beliebig 
vielen Elementen gibt es allein die Gruppe (12) Ton vier 
Elementen, die bei der Transformation mit jeder beliebigen 
Substitution ihrer Elemente nngeändert bleibt. 

% 160. Ans den im § 158, 8. 194 hei^eleiteten Eesultaten folgen 
wichtige Sätze. Wir wissen, da8 das Quadrat jeder alternierenden 
Funktion eimvertig ist; wir fr^^n, ob es anSer diesen noch andere 
mehrwertige Funktionen gibt, von denen eine Potenz einwertig wird. 

Bezeichnen wir mit v den Exponenten dieser Potenz and mit gi 
die mehrwertige Funktion, so ist (p* — S eine s^metrisohe, also ein- 
wertige Funktion. Aus dieser Gleichung folgen die Werte 

y,-ü)'i/5 (ä(-l,2,3,...,j'), 

wobei m eine primitive ir" Einheitswnrzel bedeutet. Die konjagen Werte 
TOD (p sind demnach untereinander nur durch konstante Faktoren a" 
verschieden und gehören deshalb zu der gleichen Sabstitutionengruppe. 
Damit kommt man auf den im vorigen Paragraphen bebaudelten Fall 
zurUck. 

Außer den einwertigen und den zweiwertigen Funktionen von be- 
liebig vielen Variablen können daher höchstens noch Funktionen von 
vier Variablen in Frage kommen, die zur Gruppe (13) gehören: 

1, (a;,*,)(a;,a:.), (xJX,){x,x^), (x^x^j^x^x^). 

Um diese noch offene Frage zu erledigen, gehen wir auf den Satz 
§ 159, S. 195 zurück und geben itir ilin einen zweiten Beweis, der 
mit den einfachsten Hüfsmittelo auskommt und gleichzeitig die Be- 
weismethode für eine wichtige Ergänzung des Satzes liefert. Der Satz 
lautet folgendermaßen: Außer den alternierenden gibt es keine 
mehrwertigen Fnnktionen, von denen eine Potenz einwertig 
wird. Zuerst kann man den Exponenten 9 der Potenz als Primzahl 
daher voraussetzen. Denn aus q = pq würde 

für yP =- S folgen (yP)' ~ 8, 

so daß es auch eine Fimkiion tp'' gibt, von der schon die q** Potenz 
symmetrisch ist. Nun ist q ein beliebiger Teiler von q und kann 
als Primzahl angenommen werden. 

Sei also jetzt g> eine nicht symmetrische Funktion, deren q** Po- 
tenz symmetrisch wird, wo q eine Primzahl bedeutet, so enthält die 
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zu 9 gehörige ßruppe nach § 158^ S. 193 ücht die TranepoBitionea 
der Elemente x^, x^, . . ., x^ vod ip. Es mSge 



'-(:;3-'^"''' 



eine dieser, nicht in der Gruppe von <p rorkommenden Transpositionen 
sein; sie möge den Wert Ton qp(a:j, a:,, . . ., a;J — 93 in ip, verwandeln, 
wo 9), + 7 ist. Da 

f ' — fp? — 8 

fijmffietriBch, also eiuw«rtig ist, so folgt ftus dieser Gleidmng 

ip,— aip, 

■wo m eine der (ff— 1) primitiven 3*" Einheitswnrzeln bedeutet. Wendet 
mau die Transposition t auf die letzte Gleichung au und bedenkt, daß 
(■ — 1 ist, BO ergibt sich 

tp — • ip^i r^ at • <p,=' (0 ■ tp, o >= i, 

d. h. der Exponent q ist >= 3. Abo werden wir auf den bereits früher 
erledigten Fall der zweiwertigen Funktionen zurilckgefdhrt (§ 158, 
S. 193), der uns als Lösung die alternierenden Funktionen sämtlich 
und zugleich ausschließlich liefert. 

§ 161. Im AnschluS au dieses Resultat würde es sich jetzt darum 
hand^, SU untersuchen, ob es Funkfcionen gibt, die — selbst mehr 
als zweiwertig — , in eine gewisse Primzahlpotenz erhoben, iweiwertig 
werden. 

Die Funktion ^(ic^, x,, ..., xj — 41 sei mehr als zweiwertig; ^ 
sei zweiwertig; q sei eine Primzahl. Dann gibt es eine Zirkularsub- 
stitation dritter Ordnung, die nicht in der Gruppe von ifj vorkommt; 
deau diese kann ja nicht alle derartigen zirkulären Substitutionen ent- 
halten, ohne die alternierende Gruppe zu umfassen (§ 159, S. 195). Ee 
sei diese zyklische Substitution dritter Ordnung, and ^^ der Wert, 
den ^ unter der Einwirkung von annimmt, bo daS 

*„ + * und ^^ — Äi + S, l/Ä 

wird. Diese Gleichung folgt aus dem Umstände, daß als zyklische 
Substitution dritter Ordnung zur Gruppe der zweiwertigen Funktion 
auf der rechten Seite der letzten Gleichung gehört. Zieht man die 
5" Wurzel aus, so folgt 

wobei ZT eine primitive ^ Eioheitswurzel bedeutet. Wendet man mf 
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diese fOr i)„ erhaltene Gleichtmg die Sabstitationen e and tf' an, nnd 
bedenkt;, daß o* — 1, adso ^g> — ij*, ist, so erliält man 

und diuratis dann 

5!j»_l, j_3. 

Wenn wir die Anzalil » der Elemente ;r„ gröfter als 4 Toraas- 
Betzen, dann kommen in der Gruppe tod ^ auch nicht alle zyklischen 
Snbstitationen fOnfter Ordnung Tor (§ 158, Schlaß); ist t eine der 
hierbei nicht vorkommenden, so wird iff^-^ifi und 

tj ~ ii>^ - s^ + s,y^, 

wie soeben, daher 

wobei iV eine primitive tf Einheitswnrzei ist. Genaa wie oben folgt 
daraus, weil r — 1 ist, daß 

aj' — 1 und g — 5 

sein mnß. Das widerspricht dem ersten Beiultste, nach dem q — 3 ist. 
Also kann » nicht größer als 4 sein. Ist » > 4, so gibt es keine 
Funktion von x^, x^, x^, . . ., x^, die mehr als zwei Werte be- 
sitzt, und Ton der eine Potenz zweiwertig wird. 

§ 162. Für » — 3 und n ~ 4 gibt es nun wirklich „Aiunahme- 
fonktionen". Wir wollen die einfachsten unter ihnen anfahren, ohne 
auf ihre Herleitnng n&her einzugeben, wae uns zn weit führm würde. 

Es sei m eine primitive dritte Einheitewnizel, also 

dann ist fOr » -• 3 eine Funktion der a^, x,, x^, nämlich 

<p{Xi, «,, Xg) — «i + ra'a^ + to^Xf 
sechswertig, und ihre dritte Potenz wird zweiwertig, 

wobei 

e^ — x^ + Xt+x,, Ct — XiXt + x,x, + XtXi, (^— «i«,a^ 

gesetzt ist, and wie oben 
btdaatet. 
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Fflr n — 4 ist die Fonktion der yier Variablen x^, x,, x„ x^ unter 
Beibehaltung der Bedeutung des e> 

^(«1, a;,, a!j, a:J — (x^x^ + x^x^ + (»,«, + x^x^m + («,3:4 + a;,a:a)o>* 

sechsirertig; ihre dritte Potenz wird zweiwertig, wie die Vei^leicbung 
mit der vorangebenden Funktion 9; zeigt. 

Hierbei sind die drei KlammergrSSen der rechten Seite der letzten 
(Gleichung ron Interesse: 

Xl•^x^Xt + XtX^, ^t-x^X3■\■XtX^, W^^f^^^ 

Bind dreiwertige Funktionen TOn vier Elementen; 2i> Zi* Z> "'^^ '°' 
einander konjug. 

§ 1G3. Jede p-wertige Funktion tp^ix^, x^,..., a;,) ist Wurzel einer 
Gleichung (t*™ Qndes, deren Koeffizienten symmetriBche Funktionen 
der Unbestimmten x^, x^, . . ., x^, und deren weitere Wurzeln die 
(9 — 1) Gr6fien 

9s(j^i,Xt,...,xJ, ■?,(«„ «,,... ,a:J, . . ., y/a:i, «„..., «J 

sind, die die konjugen Funktionen von (pj^{xi,Xg,...,x^ liefern. 

In der Tat ist jede symmetrische Funktion von tp^, tpf, . .., q>. 
zugleich eine symmetrische Funktion der Elemente ar,, a^, a^, . . ., a:,. 
Denn jede Substitution der a^, x^, ■ . ., x^ untereinander vertauscht 
nur die 91^, 9,, ^,, . . ., 9 in sich, ändert also deren symmetnsche 
Funktionen in keiner Weise. Wir setzen 

V\ + 9t + 'Pf\ l-9'p SiC*!»^»"-)» 

ViTi + Vi Vi + ■ ■ ■ + Vj-iVp - + «,(«,, «,, ...), 
ViVjVs + (■ 'pQ-i%-i'Pf " — St{Xi,Xt,..), 



wobei die rechts stehenden S^, Sy, Sf, . . ., iS symmetrisch in den 
Xi, Xj, . . ., x^ sind. Dann wird 

,^g. {i-f>i)it~'Pt)it-tp,) • ■ ■ (t~(p^) 

^ ' =ie + S, -ff-^ + S, -ff-^ + '-' + Sj-O 

die Gleichui^, deren Worzeln die p konjugen Funktionen tpi, 9T,, 
7» - ' '1 'Pb sind. Nach § 158, S. 193 kann diese Gleichung nur ftlr 
9 — 2 binomisch werden. 

§ 164. Gehören die beiden ganzen Funktionen 
^(«„a:,, ..., arj und z(a;,, *», ■•■,«,) 
derselben Gattung an, d. h. bleiben beide für dieselben Sub< 
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Btitutiooen der x„ ungesBciert, so ist jeda voa ihaen rfttionsl 
durch die andere auadiUckbar mit Eoeffiziani«ii, die in den 
x„ aymmetrisch sind. In der Tat gehört die rationale gebrochene 
Funktion 

t — 9(x,,a4, ..-,«,) ( — 9, 
«I der glei«hea Gattung wie 9), und x,. Wendet man oun die Schlüsse 
aus § 155 auf tp, und Xi gleichzeitig an, so zeigt es sich, daß jedem 
der koDJugen Werte (p^ ein Wert x^, also auch ein Wert 

««geordnet werden kann, der zu der gleichen Gattung wie tp^ gehört. 
Daher ist 

eine gebrochene aymmetrieche Funktion; ihr Hauptnenner N kann 
nach den) vorigen Paragraphen 

(13) (t-<p^)(t->p^).--(t-ip^) = P + S^t<!-' + S,t«-'+-- + 8^^N(t) 

gesetzt werden. Es folgt 

WO Z{t) ganz in t und gane und ajmmetrieeh in Xi,Xj,...,x^ wird. 
Für t — gi, ergibt sich hieraus, wenn N' die Ableitung von JV 
nach t genommen bedeutet, 

^Cq».) „_?M. 

*' " (».— ».Jt?-! -»,)■■ -(»i — fj,) "»"(Vi) 

Die Form des Nenners zeigt, daß er nie verschwindet; die Dar- 
stellungen 
("«) I.-||^ C«-l,2,3,..,rt 

zeigen, daß die Ausdrücke (14) nie iUusoriBcb werden können. 

Damit ist der behauptete Satz bewiesen. Seine Umkehrung lautet: 
Sind zwei Fanktionen toq j,, x,, .. ., x^ gegenseitig rational 
durcheinander darstellbar, 

zi - Givi), 91 = -ff(r.). 

so gehören beide derselben Gattung an. Die erste der beiden 
OleicbuDgen zeigt, daß Xi ^^i jeder Substitution, die zur Gruppe von 
9!, gehört, tmgeändert bleibt; und umgekehrt, daß ip^ bei jeder zur 
Gruppe TOB %i gehörigen Substitution nngeändert bleibt. Duaun 
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koimeD wir schlieBen, dafi die zu 9, niid zu Xt gebdrigen Gropp«n 
miteinander identisch sind, daß also qv^ und Xi *^ der gleichen Fnnk- 
tionangattong gehören. 

% 165. Ans § 149, S. 183 kann man weiter eines wichtigen 
Schlafi ziehea. Es Bei eine (i-wertige Fnaktion ^{x^, x^, . . ., kJ = q>^ 
gegeben, za der die ^ konjugen Werte 

(15) Vi, Vi> Vs. ■■■> 9e 

gehören. Die Gruppe G von y sei von der Ordnong r, eo daS r ■ p — n! 
wird. Auf (15) wenden wir nun aämtliche nt SubstitntioDen s. der 
Größen x^, x^, .... x^ an; das ergebe die n\ Anordnungen 

(16) Vc.» y»,- V«,. • ■ •. V«^> 

die man als Permutationen der Elemente (15) anfEassen and zur 
Konstruktion von »I Substitutionen . 

^ /Vi > Vj I Va > • ■ ■ > Va\ 
""Wo,. Vv Va., ■■■, 9..J 
benutzen kann. 

Nun gibt es gerade q\ Terschiedeoe Substitutionen a^ Ton p 
Elementen. Ist also 9 < n, so wird die Anzahl der 0„ kleiner als die 
der Sg, nämlich <n! Daher gibt es mindestens zwei Substitutionen 
der Xf etwa s^ und s^, die voneinander verschieden sind, gleichwohl 
aber die gleiche Umstellung der Elemente y^ herrorrufen. In diesem 
Falle muß s^s^'' jedes einzelne dieser Elemente qc^ an seiner Stelle 
lassen, d. h. die nicht identische Substitution SiS,^^ ^ßt alle Werte 
Vi' "Psi ■ ■ -1 Vfl ungeändert, gehört also zu den Gruppen der einzelnen 
konjugen Werte (16), Ist p > 2, so kann dies nur bei « = 4 und 
p = 3 eintreten; und in der Tat haben wir bereits eine Gattung solcher 
Funktionen kennen gelerot, zu der z. B. 

gehört. Abgesehen hiervon gibt es für 2<ß<n keine p- 
wertige Funktionengattung von n Elementen. 

Ad das erlangte Resultat knüpft sich naturgemäß die Frage, ob 
es Gattungen gibt, für die p — n ist. Daß diese Frage bejaht werden 
muß, zeigt das einfache Beispiel 

Vi - a^i, tPi = «j, . . ., 7>p ■=- Vn ^ a;, (p — n). 

Ea läßt sieh aber zeigen, daß bei p >= n < 6 weitere derartige Gattungen 
nicht vorhanden sind. Doch das tritt aus dem Bereiche der „Grund- 
lehren" heraus. 
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Die Auflösbarkeit algebraischer Gleichongeii. 

§ 166. Wir haben, dem gescliichtliclieii Entwicklungsgänge der 
Algebra folgend, die Gleichungen zweiten, dritten and rierten Grades 
„gelöst", ohne doch den Begriff der „Lösong einer algebraischen Qlei- 
chiutg" genau festzulegen. Das soll jetzt geschehen. 

Unter Änflösung einer Gleichung Terstehen wir die Darstellung 
der Gleicbungswurzeln, deren Existenz ja ron nns bewiesen worden 
ist, als RadihalgrÖBen; die Gleichungswnrzeln sind also Funktionen, 
die eine endliche Anzahl Ton Wnrzelausdrflcken enthalten dürfen, und 
von transzendenten Operationen &ei sind, wenn die Gleichung „atif- 
. lösbar" ist. DaB dies bei den Gleichungen zweiten, dritten und vierten 
Grades der Fall ist, bat die auBfQbrliche Behandlung und die wirk- 
liche Herleitung der Gleicbungswurzeln gezeigt. Jetzt taucht die Frage 
auf, ob diese Eigenschaft der Auflösbarkeit allen algebraischen Glei- 
chungen zukommt, oder ob sie auf gewisse Elassen algebraischer 
Gleichungen beschränkt bleibt. Es wird sich zeigen, daß schon f^ 
die allgemeinen Gleichungen fItnA«n Grades die Eigentümlichkeit der 
Auflösbarkeit in Wegfall kommt, und damit dann natürlich auch fQr 
die allgemeinen Gleichungen höheren Grades, da aus ihrer Auflösbar- 
keit sofort die der Gleichungen jedes niederen Grades folgen würde. 

Um den Beweis des ausgesprochenen Theorems zu liefern, gehen 
wir zui^ohst kurz zusammenlassend die über Kadikalgrößen früher er- 
haltenen Resultate (§ 22, S. 27) an. 

% 167. Wir gehen bei der Bildung einer ßadikalgröSe von einem 
gegebenen Körper K aus. Das durch ihn bestimmte Gebiet erweitern 
wir durch Hinzunahme, „Adjuugierung" einer Größe v^, die nicht zu 
K gehört, von der aber eine Primzablpotenz etwa mit dem Expo- 
nenten p^ ia K vorkommt, so daß 

(1) <'-j',m 

ist, wo F^ eine rationale Funktion im Körper K bedeutet Ans dem 
durch K und r, festgelegten Körper («,; K) treten wir durch fernere 
Adjungierung einer Wurzel ff,_i einer binomischen Gleichung vom 
Primzahlgrade p,_i 
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in eiDen iriedenim erweiterten ESrper (v^_i,v,\K)\ und ao gehen 
wir fort bis zu den SchluBgleichungen 

1 «1^ =■ Fi(v„ Vi, i>4, . . ., »/, E^. 

So entsteht der Körper (*>!, »i,»b, ..., »,_ii f,; ^). Jede in diesem 
ESrper enthaltene Größe x ist darsteUb&r in der Form 
^ _ w, + «ttg,' + w,gi' + • • ■ 

wobei durch Verwendung der Definitionsformel v^n = J^^ ZShler tmd 
Nenner des Ausdrackes so reduziert werden können, dafi keine höhere 
Potenz Ton v^ als die (p^ — 1)** auftritt. Die f», sowie die n„ sind 
dabei Örö&en des Körpers (vj,0,, ..., v,_,, v,;^. Femer haben wir 
gezeigt (§ 60, S. 70), daS und wie die obige nach Vj gebrochene 
Form Ton x in eine nach Vj ganze Form von der Gestalt 

(2) x-l^ + \v, + l,v,' + --- + Z^_, V'~' 

übetgefOhrt werden kann. Die I„ sind Qrööen des Körpers (pj,Vj,...,r^;Ä') 
Wir können die Darstellung des x noch weiter rereinfaehen. Es 
sei l^Vi" eins der in der obigen Darstellung von x auf l^ folgenden, 
nicht Terschwindenden Glieder. Wir führen dann eine neue Größe 

"i -'.".", 

ein und haben für sie 

„,» - ;.'.y.-(«„ f., . . .) - »(•., »., • • .)• 

Nun bestimnien wir zwei ganze Zahlen r und«, für die ar+jj,S"" l 
ist, was nach den Elementen der Zahlentheorie stets angeht, and er- 
heben die vorletzte Gleichung w^ — {„v," in die r** Potenz; dabei folgt 
der Beihe nach 



h gehört dem Körper (Vj, u,, »,, ,..,b,;.S^ an. Tr^en wir den Wert 
von v^ in den Ausdruck (2) für x ein und berücksichtigen w^ <~ la^i", 
so entsieht die Form 

,„ . ( « — Äi, + "i + *,»,* + /^Wi' H h Je^.iWi^S 

Man darf somit in der Darstellung der Größe X das Vj aus (Ib) durch 
Wj ersetzen und gelangt dadurch zu (2). 
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% 168. Für ODseren veiterea Oaog braoahen irir einen auerat 
Ton Abel ausgesprochenen Hilfsutz (OeuTres, ^t Syloir ei Li«, 
n, p. 328), der folgeadermaBen lautet: 

Bedeutet j> eine Primzahl und f^, f^, ..., ^_i, f eine Reibe 
TOD QröSen eines gegebeneu Körpers K, so folgt ans dem 
gleichzeitigen Bestehen der beiden Gleiekungeo 

,„ //; + /■,«' + /■■«'■+ •• + ^,-,«'--0, 

'■^> \ «'-f-O, 

dafi entweder /*,, f^, f,, ..., f ^ einzeln rerschvindeik, oder 
daß eine der Wurzeln der zveiten Gleichung (3) dem Körper 
K angehört. 

Bind nämlich nicht alle Größen f^, f^, ..., f ^ gteioh Noll, dann 
haben die Polynome der beiden Öleiohungen (3) einen gemeinwunen 
Teiler, der als Divisor dei zweiten Polynome die Form 

besitzt, in der alle g^, g^, . . ., g^^^ dem Körper K angehören. Setzt 
man diese letzte Funktion gleich Null, so entsteht eine Gleichung, 
deren Wurzeln unter denen von v^ = f vorkonuneD. Ist w^ eine der 
Wurzeln dieser binomischen Gleichung, so sind alle Wurzeln der- 
selben durch die Beihe 

tCi, rowj, ö*Wi, . . ., cfi~'^v)^^ 
gegeben, wo m eine primitive p** Einheitswurzel bedeutet. Danach wird 
(3 a) 5o - ± '"*«'i'"- 

Nun können wir zwei ganze Zahlen r, » finden, die der Bedingung 
mr + ps — 1 genügen. Erhebt man die Gleichung (3a) in die r** Po- 
tenz, so ergibt sich 

g^ = ± m'^Wj"'^ — ± m'^Wi'--'" =± o^ff-'Wi, 
und daraus dann 

Eb ist also wirklich die Größe {o''fw^ als eine Wurzel von w" " /■ in 
K enthalten, 

§ 169. Dm zu dem gesteckten Ziele zu gelangen, nehmen wir 
an, die vorgel^te algebraische Gleichung 

(4) f(x)-0 
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sei aaflösbar im Sinne dea g 166, und 

eioe ihrer Wurzeln. Setzt man (5) in f{x,) >- ein und ordnet das 
Resoltat nach Potenzen von w^, dann bann man (4) in der Form 
schreiben 

K„ + ZiW, + ^Wj' + ■ ■ ■ + -ffp^-iWi^"' - 0; 

nimmt man dazn die Deänitionsgleichong, w^^ ^ ^u ^<^ ^^ ^^^ 
auf beide Gleicbtmgen der Abelacbe Hilfssatz dea vorigen Para- 
graphen anwenden: entweder ist eine Wurzel von Wj^ = 0, rational 
im Körper (Vf,v^f ...,v^;K); oder ea iat ala zweite Möglichkeit 

(6) Ä, - 0, .^ - 0, JT, - 0, . . ., JEp__, - 0. 

Im eraten Falle iat die Einfttbmng von w^ unnötig, wenn bereits 
eine primitive p^" Einheitawurzel dem Körper angehört, und die Dar- 
stellung von Xj läßt sich vereinfachen; ist die Darstellung schon m^- 
lichst ein&ch, so kann dieser Fall nicht eintreten. Wir nehmen dea- 
wegen an, die zur Auflösung von (4) etwa notwendigen Einheits- 
wnrzeln seien Ton vornherein dem Körper E adjungiert, und die Dar- 
stellung der Wurzel x^ sei einer weiteren Redaktion nicht zugänglich. 
Dann tritt die zweite obige EventuaUtät ein, laut deren das äleichungs- 
system (6) erfüllt ist. 

Setzt man in /"(a:,) statt x^ den Änsdruck 

(7) *<. + ! - ^0 + W,«!" + /^w,'«»,"' + ■ ■ . 4- fcp^.iw,"»-!»,"»'-»' 

(«-l,2,...,pj-l); 0)1^ = 1, 
ein, so ergibt sich wegen (6) die Daratellang von 

(«-l,2,...,i),-l); 

folglich sind alle Größen (7) Wurzeln von (1). 

Multipliziert man jedes a:„^j mit t),"" für a — 0, 1, 2, . . .,p^ — 1 
und addiert die Produkte, so liefert die Summe 

(8) i^'"^"'"-"' («-0,1.2.-.J'.-1). 

d. h. die Badikalgröße w, ist eine rationale Funktion der Wurzeln 
von (1), wobei e>i schon in K vorkommen kann. 
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Denkt iDsn eich ferner in dem Aaadracke 

(8=) »-(ir^"*.""»"")" ('<-0,l,2,..,J.,-l) 

alle Permutationen der Wurzeln x^ der Gleichung f{x) •- gemacht, 
BO ist dae Produkt aller dieser Ausdrücke eine ganze Funktion von y, 
deren Eoeffizienten eymmetrisch in den Wurzeln von (1), also hekannt 
Bind. Bezeichnet man diese Funktion mit g{y), bo hat die Glleichong 
5(y) "" eine Wurzel y^ von der Form 

yj _ Wjpi = Ä, + Ä,», 4- A, V H H Ä^_,«,p'-*. 

Hier kann man zunächst ti, durch ein u>, ersetzan, so dafi 

und hierin 

(9a) «'»•^ "«»,(««, «4,. ■■, f.; JT) 

■wird. Wendet man auf die beiden letzten Gleichungen (9) und (9a) 
die zu Anfang dieses Paragraphen gemachten Schlüsse und Folge- 
rungen an, so sieht man, daß wie w^ so auch w, eine ganze Funk- 
tion der Wurzeln von f{x) — ist. 

In derselben Weise kann man fortfahren und kommt dabei auf 
«ine Reihe von Radikalgrößen, w^, w^, . . ., w,, die sämtlich ganze 
Funktionen der Wurzeln x^ der Gleichung f{x} — sind, und zwar 
derart, daß die p^ Potenz von w„ (wo p^ eine Primzahl bedeutet) 
zum Körper (w^,^;, ..., w^; .ff) gehört. 

§ 170. Diese Darstellung gewährt die Möglichkeit, den Funda- 
menbdBatz zu beweisen: Die allgemeinen Gleichungen von 
höherem als dem vierten Grade sind nicht durch Wurzel- 
flusziehungen lösbar. Bei einer etwa möglichen Auflösung wäre 
ao vorzugehen: Der ursprünglich gegebene Körper K, dem die Koeffi- 
zienten der Gleichung fix) = angehören miissen, und dem die pri- 
mitiven Einheitswurzeln, soweit sie nötig sind, angehören sollen, um- 
faßt bei einer allgemeinen Gleichung (d. h. bei einer solchen, bei der 
keine Relationen unter den Wurzeln statthaben) als Funktionen dieser 
Wurzeln nur die symmetrischen; denn sonst wäre eben eine Relatioit 
vorhanden. Zu einer Erweiterung des Körpers K führt die Adjun^e- 
ruDg der j),*" Wurzel w, aus einer symmetrischen Funktion w/^. Nach 
§ 160, S. 196 ist dies nur möglich, wenn j), — 2, also w, alternierend 
ist. Eine erneute Erweiterung des Körpers würde die Existenz einer 
mehrwertigen Funktion w^ _, fordern, von der eine Primzahlpotenz 
zweiwertig wird. !Nach § 161, S. 198 gibt es bei mehr als vier 
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Elementen x^ keine derart^e Funktion. Folglich ist in diesem Falle 
eine Erweiterung des Körpers über das Gebiet der zweiwertigen 
Funktionen hinaus nicht mehr möglich. Damit ist die Behauptung 
erwiesen. 

Zugleich hat sich gezeigt, daß bei jeder auflösbaren Gleichung 
die innerste Irrationalität, d. h. die bei wirklicher numerischer Be- 
rechnung zuerst auszuführende, die Quadratwurzel ans der Disktimi- 
nante sein wird. 

% 171. Der italienische Mathematiker P. Ruffini (1765—1822) 
war wohl der erste, der die Unauflösbarkeit der Gleichungen von 
höherem als dem vierten Grade zu beweisen versuchte; dies geschah 
1799 in seinem Werke „Teoria generale delle equazioni, in cui si di- 
mostra impossibile la soluzione algebraica delle equazioni generali di 
grado superiore al quarto". Sein Beweis ist aber insofern unToIlstäudig, 
als der Sats aus § 169, Schluß ohne Begründung bleibt und als selbst- 
verständlich benutzt wird. — Aus einer Bemerkung von C. Fr. Gauß kann 
plan schließen, daß dieser im Besitz eines Beweises gewesen sei; er schreibt 
(Werke III, p. 17, Z. 2 v. u.): „Forsan non ita difficile foret, impossibili- 
tatem [solutionis] jam pro quinto grada omni rigore demonstraro^ de 
qua re alio loco disquisitiones meas fusiua proponam." Dieses Vor- 
haben hat sich freilich nicht verwirklicht; und so war es H. N.Abel 
vorbehalten, den ersten zwingenden Beweis des Theorems zu veröffent- 
lichen (Journ. f. Mathem. 1826, Bd. I, S. 56); ihm sind wir im vorauf- 
gehenden gefolgt unter Benutzung der von L. Kronecker gegebenen 
Präzisierangen und Vereinfachungen (Berl. Monatsber. 1879, 3. März) 
zum Ab eischen Beweise. 

Des weiteren würde sieh die Untersuchung nun nach zwei Bich- 
tungen zu erstrecken haben. Einmal würde es sich um die Theorie 
der auflösbaren Gleichungen handeln: worin bestehen ihre charakte- 
ristischen Eigenschaften? wie gestaltet sich die allgemeine Form ihrer 
Wurzeln? usw. — und andererseits um die Theorie der nicht durch 
Wurzeln lösbaren Gleichungen, wobei als eine der wichtigsten Fragen 
sich die herausstellt: welches sind nach den binomischen die einfachsten 
Hil&gleichungen, auf deren Lösung diejenige umfassenderer Gruppen 
von höheren Gleichungen reduziert werden kann? — Diese Unter- 
suchungen würden aber aus dem ßahmen der „Grundlehren" heraus- 
treten, so daß wir von einem näheren Eingehen auf sie Abstand 
nehmen i 



Dagegen wollen wir die nen gewonnenen Anschauungen über di« 
mehrwertigen rationalen Funktionen der Wurzeln einer Gleichung zn 
einer von des früheren verschiedenen Lösongsmethode der kubischen 
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nnd der biqnadratischen GleichuDgen Terrrendeii. Di» Methode ■tammt 
Ton Lftgtftnge (OeaTrra, Tome VIII, p. 143). 

% 173, Wir gehen tob der ßleiohniig 

3;»-Cia:* + c,a:-A, — 

nait den Woiz^ x,, a^, iCj &hx, derea Bjnimetrisehe Fnnkfeionwii durch 
die ^, c,, c, rational darstellbar, also bekannt sind. Za maer Enrei- 
temng dea BAtionalitätsbereiches gelangen wir durcb Adjnngierung der 
Qitadratwarzfll aus der Diskriminaitte 

A =. («1 - a^)»(3^, - a;,)'(j, - ar,)» 

- - (4ci»+ 27<^») + 18c, Cgc, + c,V - ^Ci^l 

1^ ist dabei eine nicht einwertige Funktion von x^, Xj, x^, deren 
Quadrat einwertig wird. Jetzt gehören alle zweiwertigen Fanktionen 
zum Rational itätsbereiche. FOr eine nochmalige Erweitemng ist die 
Frage von entecheidender Bedeutung, ob es eine mehrwertige Funktion 
Ton drei Elementen w„ x^, x^ gibt, tos der eine Potenz zweiwertig 
wir^, ohne daß sie selbst es ist. Durch die Existenz der sechswertigen 
Funktion 

qo, — a;, + fl>»ar, + mx^ \a — ^ j 

wird die Frage bejaht, denn es wird, wenn wir 5—2«,' — 9c,(^ + 27ej 
setxen, 

"Pi' - |(2<H' - 9c, c, + 27c + Sl/^Ä) 

= |(s + 3y:^3Ä) 

zweiwertig. Ebenso liefert 

9% — Xi + o>a^ + (o*ji% 
als dritte Potenz 

Ads den drei OleichnngeD, zu denen man so gelangt ist, nämlich 

ffl + «, + «B — Ci 

j, + ».'i,+ Ol, -j/-l-(S + 3)/:^3Ä), (l + i» + (»"-0) 
», + 0)», + «■«, _ l/i (S - 31/-"3Ä) , 
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findet man durch Kombination 

*« - |[c, + <»'t/|(s+3f=^Ä) + <D y^{s-3Y:r5Ä)\ 

und bat damit die drei Wnrzebi der vorgelegten kubiecbea Gleichung 
als Radikalgrößen erlangt. — 

§ 173. FSr die Lösung der allgemeineu Gleichung vierten Grades 
x^ — c,«* + c,a^ — c,a; + C4 — 

mit den vier Wurzeln «1,3^, a's. ^*, i^t zunächst der Übergang von den 
einwertigen zu den zweiwertigen Funktionen durch die Adjungierung 
der Quadratwurzel aus der Diskriminante zu vollziehen. Femer gibt es 
für vier Elemente x^, x^, x^, a;^ sechswertige Funktionen, wie z. B. 

<P'^{x^x,+XgX^ + a{x^x,-^x^Xi) + a\xj_x^ + XiX3) 
deren dritte Potenz y' — i/- zweiwertig ist, 

i> = {XjXt + XfXty + (X^X^ +X^X^'-j- {XiXt + X,X,y 

+ &(XiXi + XjXi){XiX^ + XfX^)(x^X^ + x^X^) 

— ^[ixi^+^3!^\^i^i + ^i3:t) + (x,Xi + x,Xt){x^x^ + XtX^*+-] 

Es reicht also hin, 91, die dritte Wurzel aus ^, zum Bationalitäte- 
bereiche hinzuzunebmen, um alle Funktionen der durch ^ cbarakte- 
risierten Gattung rational bekannt zu machen. Die zu ip gehörige 
Substitutionengmppe besteht aus den vier Substitutionen 



1, 



/x^ Xf x^ xA IX^ X^ Xg XA 
\XgX^x, xj' \x^XgX^xJ 



Zu derselben Gruppe gehört, und ist demnach rational durch 91 
darstellbar daa Quadrat der Funktion 

% = {X-^Xi — XfX^{XiXg + XfX^), 

während ii nur für die beiden ersten jener vier Substitutionen sich 
nicht ändert. Durch Adjungierung der Quadratwurzel aus der als be- 

N«tta: Algsbnt 11 
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kumt angeBehenen Funktion x' gelangt man also zu der Gattaag zwolf- 
wertiger Funktionen mit der Gruppe zweiter Ordnung 

Endlich hat die Funktion, die in den a^, x„ Xg, x^ homogen und 
linear gestaltet ist, nämlich 

T -= a:, + »'*» — a^ — i^t, (» — V~i) , 

24 Werte, die Bämtlioh zur gleichen Gruppe gehören (die hier zur 
identischen Substitution zuBammenschrumpft). Daher ist jeder der 
24 Werte von % durch jeden anderen unter ihnen rational daretellbar. 
Gattungen, die alle konjugen Werte einer Funktion enthalten, so daß 
jeder ihrer Werte durch jeden anderen enter ihnen rational ausge- 
drückt werden kann, heißen Galoissche Gattungen. 

Die Funktion x* gehört zu derselben Gruppe wie Xi i^ ^'so be- 
kannt, und die Adjungierung der Quadratwurzel aus ihr macht mit ^ 
jede ganze Funktion von X-i, x^, x,, x^ zu einer rational bekannten, 
insbesondere die vier Größen x„ selber. Damit ist dann die Lösung 
der biquadratischen Gleichung vollendet. 

Wir hätten den Gang der Lösung auch noch anders führen können, 
indem wir uns durch die Existenz der am Ende des Torigeu Kapitels 
angegebenen sechswertigen Funktion von vier Elementen hätten leiten 
lassen. 

Ffinfzehntes Eiapitel. 

Transfonnation. InTarianten und EoTarianten. 
üuadratisclie Tonnen. 

% 174. Wir haben gelegentlich in einer Funktion f{x) an Stelle 
der Unbekannt«! x eine andere Unbekannte y eingeführt; so bei der 
Behandlung der Gleichungen zweiten, dritten und vierten Grades zum 
Zweck der Entfernung ihres zweiten Gliedes, so bei den reziproken 
Gleichungen zum Zweck der Gradvermindernng. Wir wollen eine solche 
Operation der Änderung der Unbekannten oder der Variablen, gleich- 
gültig ob es sich um eine oder um mehrere solche handelt, eine 
Transformation nennen. Das allgemeine, hiermit verbundene Pro- 
blem ist also das: in die gegebene Funktion f{xy,x^,x^,...,Xj^ statt 
der X die durch die m gegebenen Gleichungen 

y« - V.i^i, 3^1. a;„ ..., »J (a- 1,2,3,. ..,m) 
Dig.tz.do.'GoOt^lc 



definierten tf emzntragen und die dabei auftretende Funktion 

^(^i, y., Vi, ■ ■ -, yj - fi^if «1. a;„ . . ., xj 
zu bestimmen. 

Unter diesen Begriff der Transformation fallen die im vorigen 
Kapitel behandelten Substitutionen; denn man kann die Substitution 



durcli die Aufeinanderfolge der beiden Transformationen 

y^ — x^^, y, = x^ (x- 1,2,3,...,»») 



% 17Ö. Zunächst wenden wir uns dem Falle m — 1 zu und 
setzen dabei 



(1) 



I f{x) - a;" + c^a;— ' + c,a^-* + • ■ 



Daß in dem Ausdrucke fiir jf keine Glieder mit höheren Potenzen 
von X eingetragen sind, ist keine Einschränkung, da sich x", !if+\ 
x'*', ... mit Hilfe von f(x) ■- durch die Potenzen mit den nie- 
drigeren Exponenten ausdrücken lassen. Es kommt jetzt darauf an, 
aus den beiden Gleichungen (1) die Größe x zu eliminieren. Dies 
geschieht durch die Bildung der Resultanten (siehe Kap. 6) beider 
Gleichungen (1) 

"o — y «t . - . ' « Zeilen, 



o:~'Fiy)-± 



(« — 1) Zeilen. 



Aus dieser Form erhellt, daß F(y) eine ganze Funktion n*™ Grades 
in y ist, so daß man setzen kann 



■F(y) = r + c,r"' + Ctt-' + ■■■ + c„_,y^ + c,. 



(2) 

Hierin bedeutet jedes (7„ eine homogene Funktion der Diu 
in den Größen «„, m,, m,, . . ., w„. 

Man könnte nun versachen, durch geschickte Wahl der Koeffi- 
zienten Hg, »1, Ug, . . . in (1) einige der EoeiSzienteu C„ in (2) znm 
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VeischwindeD zu bringen. Den einfacheteo Fall, Dämlich dafi C, = 
ist, haben wir schon frQber dadurch erledigt^ daß wir setzten 

Dadorch ging (2) über in 

(2a) r + 0,r~* + C,y"'' + ■ . ■ + C,_,y + C, = 0. 

Die Angabe der Transformation (2) und ihre Verwendang «ur Ver- 
einfachung der vorgelegten Gleichung (1) rührt von E.W. v. Tschirn- 
hausen (1G31 — 1708) her. Ihre Anwendung auf Gleichungen fünften 
Grades stammt von dem schwedischen Mathematiker E. S. Bring 
(1736—1793); das Jahr der VeröffentUchung ist 1786. Die Ent- 
deckung Brings geriet in Vergessenheit, bis sie C. Hill im Jabre 
1863 wieder ans Liebt zog. Hierdurch wurde gleichzeitig die Priorität 
Brings gegecUbeF dem Engländer Jerrard gewahrt, dessen Unter- 
suchungen ans 1834 stammen. Ihre Resultate sind, bezogen auf die 
Gleichungen fünften Grades, die folgenden: Man kann (1) auf eine 
der Tier Formen bringen: 

,, ia^ + e+A^O, ^» + £'-1-^ = 0, 

und zwar, abgesehen von linearen Umformungen, durch die Auflösung 
einer kubischen oder einer biquadratischen Gleichung. Die Formen (3) 
können vorteilhaft für die tabellarische Lösung der Gleichungen fünften 
Grades benutzt werden, da bei ihnen nur ein einziger Parameter A 
auftritt 

% 176, An zweiter Stelle betrachten wir die Transformation von 
c^x- + Ciflf "1 + (^3?-» + . . . + c„ = /-(a;) 
durch die gebrochene lineare Substitution 

Hierbei ist es vorteilhaft, gebrochene Ausdrücke durch die Einführung 
von homogenen Funktionen, d. h. von Formen fem zu halten und die 
Aufgabe so zu formulieren: es soll die binäre Form n*" Ord- 
nung 

(4) f{x^, a;,) = c^x^' -\- c^Xi^'-'-x^^ -|- c, V'V -|- ■ ■ ■ -h c,V 

durch die Substitution 

(0) I (OnO»! — Oi.a.1 = A + 0) 
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transformiert werden. Die Bedingnog A^O ist charakteristisch 
dafür, daß die y^, y, umgekehrt durch die x^, x^ ausgedrückt werden 
können. Das Resultat der Transformation sei 

/öO/i. ys) - «^Vi" + Ci'yi''^' + <^'y'~W + ■■■ + <y»"- 

Hier tritt nun eine neue, besonders wichtige Funktionenbildnng in die 
Erscheinung, die der Invarianten. Ein Polynom / der Koeffi- 
zienten von (4) heißt eine Inrariante von (4), wenn eine 
Gleichung von der Form 

(6) I(c,', c,', . . ., O = 0(a„, . . ., o„) ■ J(cb, c„ . . ., cj 
fflr alle Systeme der c und der a gilt. 

Es läßt sich nachweisen, daß ^ =• Ä", also daß 

(7) /(e„; c/, . . ., <) = A' ■ Hc^, q, . . ., c.) 

wird; x heißt das Gewicht von /. Ist x =• 0, dann heißt I eine 
absolute Invariante: 

(8) I{c^,c^,...,c:) = I{c„c„...,c,\ 

§ 177. Wir leiten einige Eigenschaften der Invarianten her. 

Die Invariante / ist in den Koeffizienten c„ der Form f 
homogen. Denn wenn wir die Substitution Xi — ^yt_,3^ — ly% «■'ai f 
anwenden, dann wird A' gleich X^' und daher wird die rechte Seite 
von (7) und auch jedes einzelne Glied der linken durch die (2x)'* 
und keine höhere Potenz von i. teilbar. Nun wandelt die soebeu an- 
gegebene Substitution f in f^ = X'fiy^, y,), und jedes c„ in A"c„ um. 
Folglich ist die Dimension jedes Gliedes von / gleich (2x:«); und 
das ist bei allen Gliedern von / die gleiche; also ist I homogen. 

Die Invariante / ist in den Koeffi;&ienteu c„ der Form f 
isobar. Denn wenn wir auf /"(aj^, x^ die Substitution Xy — y^, Xj = Xy^ 
anwenden, dann wird A' — X" und daher die reohte Seite von (7) 
sowie auch die einzelnen Glieder der linken durch die x" und durch 
keine höhere Potenz von X teilbar. Nnn wandelt die soeben ange- 
gebene Substitution die Form f in 

+ Cg^'yi""'»!* i 1- c„^"yi"j 

also jedes c„ in c^X" um. Ist jetzt 

const. Cg''»q''i Cj"» . . . c^" 

ein beliebiger Summand der Invariante /{c^, q, . . .), so wird der ent- 
sprechende Summand von I{e^, c,', . . .) gleich 
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CODSt. Co''''C,''»Cj''» . . . C^« ■ AP 
(e = Ott;, + 1 a, -f- 2«^ + 3«, + - ■ ■ + n«,), 

and wegen (7) wird q = x. Damit ist der Beweis des auBgesprochenen 
Satzes geliefert. 

Die loTariante I bleibt, abgesehen von ihrem Vor- 
zeichen, ungeändert, wenn man in ihr jedes c„ durch c,_„ 
ersetzt. Das folgt durch die schon zweimal benutzte Methode aus (7) 
unter Verwendung der Substitution *i = ^i , a:» "= y, - 

^ 178. Ist nun, in ihre Wurzelfaktoren zerlegt, 

^' U.Ck.i) -».(»-''i)(!'-f,)...(s-».). 

und daher 

1 /i(yi- Vi) = Co(y, - t),y,)(y, -«,!/,) . . . (y, -«,y,), 
wobei 

ist, so definieren wir als Diskriminante der Form /'(^u^i) 

(10) iJ(/)"(-i)^'"""'v-»J7t»--"-^' 

„Kl 

und behaupten: Die Diskriminante der Form f ist eine In- 
variante TOU f. 

Um das zu beweisen, betrachten wir einen der in (9a) angegebenen 
WorzeL&ktoren von f, etwa 

^ - "e*j - {«ffi + ßVt) - «pCryi + *?») 

, ,r *«„-/* 1 

- (« - >•«() [»1 - ^^1^7^ ftj 

and ersehen, daß der letzte Bruch gleich 

^--^^ (p-1,2,...,«) 

gesetzt werden kann. Daraus ergibt sich weiter 
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Ferner hat man die Beziehungen 

Co' = /i(l, 0) - f{a, y) = C(i(«-rw,)(«- yw.) ■ ■ ■ (a-yuj, 
und ans den letzten beiden Resultaten folgt 

Damit ist die Behauptung bewiesen; Die Invariante D{f) ^ I ist 
vom Gewichte m(m— 1). 

H 179. Wir geben einige Beispiele: Für » =- 2 und 

■wird 

■D(/) = c,c, - c,\ 
Für M = 3 und 

wird 

D(/) = f|,*(^* — 6c„Ci(^(^ + *'^'^* + 4ci'(^ — 3ci^(^*. 

Für « — 4 und 

gibt es die beiden Invarianten 

7, ■= c^C4 — 4c, (^ + 3c,', 
^a — t^CgC* — Cofg* — c,*c« + 2c,c^Cj — Cj", 
unter deren Benutzung sich auch die Funktion 

J>(/) = /,»-- 274» 
von der Dimension 6 als Diskriminaate ergibt. 

% 180. Der eingeführte Begriff der Invarianten läßt zunächst Er- 
weiterungen naheliegender Natur nach zwei Richtui^en zu: einmal 
durch Vermehrung der zu transformierenden Gleichungen, einmal durch 
Vermehrung der Variablen. Wir vereinigen beides and sagen: Sind 
m Formen von k Variablen «i, Xj, . . ., x^ mit den Koeffi- 
zienten (»u, 6,, ij, . . ., bzw. e^, Cj, c,, . . .; . . ., d^, d,, rf,, ...;., . 
gegeben, 

f^Xi,Xf,...,x,^; h„, &i, ...), g{xi, Xj, . -.iXi^; c^,Ci, ...), 

die durch die homogenen linearen Substitutionen 

(11) *, = «,,yi + a„y, + ■■■ + «„ft (»-1,2,3,.. ,*) 
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mit nicht versctiwindeader.Determiiiaate 

\a^j\-A + {i,j= 1,2,3,... ,h) 

übergeführt werden in die Formen 

%i,3/i,--)*'t;<.'*i'.--). ■■■> 

80 heißt ein Polynom, das der Gleichung 

Hb,',b,',...;c,',c,',...;d„',d,',...) 
- A' ■ /(6o, h, . . .; Co, c„ . . .; d^, d„ . . .) 

genfigt, eine simnltane Invariante der Formen f, g,h, 

Der Exponent k heißt das Gewicht der simultanen Inva- 
rianten I. 

Als Beispiele mögen zunächst die folgenden dienen: 

I. /■= \x^ + 26,3^3;:, + \^i, 9 = Cjic,* + ^c^x^^x^ + c^x^. 

Die Yerwendong der Substitution (11) ffihrt auf die Darstellungen 






&/ - b^aß + b^{ad + ßy) + b^yS, 

und liefert daraus, wenn wieder Ä •>• \a^f\ ist, 

Vc,' - 2Vc.' + 6s'ci.' =■ A\b^Ci — 2l,c^^-bi<^), 

so daß man dadurch die Funktion 

b^c^ - 2Ö,c, + b^Ca 

als simultane Invariante der beiden binären quadratischen Formen f 
und g erkennt. 

II. Wendet man (11) attf das System der h linearen homogenen 
Funktionen 

fi - hi^i + V^s + ■ ■ • + K^i: 0"= 1>2,3,...,A) 
an, so findet mui die Gleichung 

l*;>|-^-|^yl (y= 1,2,3,. ..,i). 

Die Determinante der b ist also eine simultane Invariante der fj. 

III. Die Resnitante B(f,g) der beiden binären Formen f 
und g ist eine simultane Invariante für sie. Der Beweis dieses 
Satzes läuft dem für den Invariantencharakter der Diskriminante D{f) 
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in § 176, Schluß Unebenen dorcliaas parallel, so daß ee nicht nötig 
erscheint, ihn ansfQhrlich vorzutragen. 

§ 181. Eine Erweiterung des InTarianteubegrifiFea wird aach darch 
folgende Dufioition herbeigeftlhrt: Ein Polynom K von *,, x^, ..., a"» 
mit Koeffizienten, die ganze Funktionen von fto> *i. • ■ J "ot 
C4, . . .; dfj, dl, . . . Bind, beißt eine Korariante von f, g, h, . . ., 
wenn es der Qleichung genügt 

^(Mi, yt> ■ ■ ■> Vk-, K> W, ■ ■ ■; V» c,', . ■ ■; ^o> ^i> ■ ■ ■) 

Q heißt das Gewicht der Kovarianten K. 
Die quadratische Form der Xf, x^ 

ist eine Kovariante der kubiscbcQ Form 

denn durch die lineare Substitution (9a) geht f über in 

wobei 

V " Co«' + 3Ci«V -H 3c,ay* -|- Cj^», 

Ci' = (eo«' + c,y')^ + 2(c,^ + c,tf)«y + (Ci^' + c^y»)«, 

Cj' - Co/3' + 3Ci/SM 4- 3^^.J' + e^S*, 

und £ über in 

(Co'V-c,'*)yi* + (Co'c»' — Ci'Oyi!/! + (CiV — Oys* - -4» ■ X 

Als zweites Beispiel führen wir die simultane EoTariante der 
beiden quadratischen Formen, nämlich 

b^x^ +■ 2\XiXt + ftgaij* und c^x^* + 2(\3;j3;j + c^x^ 

an, die die Gestalt hat 

K ^ (^nC^ — h^e^Xi* + (ioCj — ''»Co)a;,a:j + (b^c^ — b^c^x^ 
= (b^Xi + 6i«i)(ciir, 4- c,ic,) — (ft^a;, + &»a^)(coa;, + Ci^;,) 

I ^0^ + *l^S ^1^1 + ^1^ I 

I c^ar, + c,a;, c,a;j + c^a:^ | 

§ 18St Sind e)^^, t^, J^, . . . luTajianten einer Form oder zum 
Teil oder sämtlich simultane InTarianten mehrerer Formen, so wird 
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bei beliebigen positiven ganzzabligen Exponenten a, ß, y, . . . das 
Prodnkt 

const. Ji'J'/J/ . . . 

gleichfalls eine Invariante; ihr Gewicht ist gleich der Summe der Ge- 
wichte Bämtlicher Faktoren. Ferner ist die Summe solcher Potenz- 
produkte eine Invariante, falls nur die Gewichte ihrer einzelnen Sum- 
manden den gleichen Wert besitzen. Es fragt sich nun, ob aus den, 
wie nachgewiesen ist, unendlich vielen Invarianten eines Formensjetems 
in jedem Falle eine endliche Anzahl von Invarianten ausgewählt werden 
kann, durch die eine jede Invariante des Systems als rationale ganze 
Funktion dai^estellt werden kann? Diese Frage ist zu bejahen; man 
nennt eine Gesamtheit von Invarianten, durch die jede rationale 
ganze Invariante des Systems rational und ganz ausgedrückt werden 
kann, ein vollständiges System der Invarianten des Formen- 
systems. 

Von Kovarianten gilt das gleiche. F. Gordan hat diesen 
Fundamentalsatz zum ersten Male bewiesen (Joum. f. Math. 69, 
S. 323, 1868). 

Für die binäre quadratische Form 

besteht das vollständige Eovariantensjstem aus /"allein; das der In- 
varianten besteht aus der Diskriminante 

Für die kubische Form 

treten zu der Kovariante f noch zwei andere Kovarianten, nämlich 

- 3(coCaC, - 2c^\ + c^c^^xy* - {c^c* - 3CjC,Cj -\- 2cj'')y' 
und als Invariante noch die Diskriminante D von f 

D = Co*c,* — Gc^CiC^c^ + 4c,c,* -{- 4c^\ — 3c,*c,*- 
Die vier Formen f, D, H, Q bilden dann ein vollständiges System 
der kubischen Form f. 

Hierbei sind diese vier Formen durch die nach Cayley benannte 
identische Gleichung 

Q* -i- 4H« + Df* = 
miteinander verknüpft. 
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% 188. Wir wenden jetzt die Theorie der Transformation auf die 
quadratischen Formen an. Unter einer quadratischen Form von 
« Variablen verstehen wir einen Ausdruck von der Gestalt 

(11«) f-^o,,':,':, (1,^-1,2,3,..,»), 

in dem die x^, x^, x^, . . ., x^ Variable und die o, reelle Kon- 
stante bedeuten, die den Bedingungen «2^ = 0^1 unterworfen sind. 
Kommt es uns darauf an, die Variablen kurz anzudeuten, so schreiben 
wir ({x) statt f. Von großer Bedeutung für die Natnr der quadra- 
tischen Form ist die Determinante 

sie heißt die Determinante der Form /'; A ist eine Byrnmetrische 
Determinante ((6), S. 11). Die Ädjunkte von a^ ia. A bezeichnen wir 
mit A^^; dann ist 

yla.. ,A,„ -= A (wenn X=-fi) 

-"''"* ^ ^' (k,A,^ = 1,2,3,. ..,«). 

= (wenn i + ^) 

% 184. Wir fuhren nun eine lineare Traoaformation der Form f{x) 
durch, indem wir 
(IIb) ^,-2c„y, (!.,li-l,2,i,...,„) 

setzen, machen aber dabei die Voranssetznng, daß die Determinante 
ICi^l-C (X,(i^l,2,S,...,n) 

TOD Null Terschieden sei Dann kann man nämlich die Substitution (11) 
umkehren und die p durch die x ausdrQcken. Ist C^^ die Ädjunkte 
■»on Ci^ in C, so wird 

(iic) y^-2'¥'^ (i,(.-i,2,s,..,«). 

Tragen wir (11) in f ein, dann entsteht die ans g(if) trans- 
formierte quadratische Form 

(12) ff(y) " ^d^^ViV^ {X, iL-\,2,Z,..., n), 

in der 

(12a) *^i^=-^Ci«V'*" {X,(t,x,v-\,2,i,...,n) 

zu setzen ist. 

Die Determinante der Form g{y) ist dabei 

K-li.^ (1,^-1,2,3,..,»). 

Wir behaupten nun, daß die beiden Determinanten C und D Ton 
gleichem Ruige sind. 
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Man erkennt znn&cbst sofort die Bicbtigbeit der Gleichung 



Ol. • ■ ■ «.1 




o„, . . . o,. 




e,i- ■«■. 


- 


<i„ . . . d,. 



oder kürzer in symbolischer Form geschrieben 

GA-C-D, 

aus der ersichtlich wird, daß, wenn eine der beiden Determinanten A 
und D verschwindet, auch die andere verschwinden muß, da C+0 ist. 
Weiter knüpfen wir an die Gleichung an 



(A-1,2,3,. ..,»), 



c„...e., 




»11 ■ ■ »i. «1 




«11 ■ • «1. 


c,....c., 
... 1 




«.1 ■ ■ • «.. «. 
V, . . . u, 




«,i-.«..0 
... 1 



d,„ ^(^11% 



d„, ... d„ -^«i,t 

^«,^«2 . . . ^«„jfj 

in der die «^, itj, . . ., «^; u^, jj,, ..-,«, unbestimmte Größen bedeuten. 
Wir veTgleichen nun die Eoe^zienten von u„t)^ auf beiden Seiten Linke 
tritt, abgesehen vom Vorzeichen, das Produkt 



c-A- 



-G*-Ä^, 



auf; rechts ein Aggregat aus (n— l)-gliedrigen Determinanten der 
Elemente dj^^\ und daraus folgt, daß, wenn alle solche Determinanten 
verschwinden, das gleiche mit allen A„^ eintritt. Es gilt aber auch 
das Umgekehrte, da man die Bollen von A und von D vertauschen 
kann; dabei ist git/) an die Stelle von f{x) zu setzen. 
In gleicher Weise läßt sich das Produkt 



«11 . . . e.i 


«1. -«i. »1 »i' 




«11- -«i. 


c,....c,.0 
... 1 
... 1 


«,■...«.■ 




«..■■■«..0 
... 1 
... 1 



für die (n — 2)-reihigen Minoren von A und von D aaswerten; und 
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geht maa in gleicher Weise fort, so kommt man za dem Satze: Ver- 
schwinden sämtliche x-reiliigen Minoren von Ä, so auch 
sämtliche von D und umgekehrt; oder mit anderen Worten, wie 
behauptet war: A und D haben gleichen Rang. Bezeichnet man 
als Hang einer quadratischen Form den Rang ihrer Deter- 
minante, so ist damit bewiesen, daß der Bang einer quadra- 
tischen Form invariant ist gegenüber allen linearen homo- 
genen Substitutionen mit nicht verschwindender Deter- 
minante. 

9 1S6. Es ist auf unendlich viele Arten möglich, die Subeti- 
totion (IIb) so zu wählen, daß die transformierte Form (12) 

Siy) = t^iÄ* + ^nifa* + ^Vi* + •■■ + d^^if* 
ein Aggr^at von Quadraten wird. 

Ist nämlich zunächst a^^ •4* ^t dann können wir schreiben 

fix) = «..{x,* + ^x,x, + ^:c,x, + ... + ^-^x,x„) 

+ «jj^i' H + «,««„' 

+(%-3v+--- + (<...-5jfH-. 

Löst man also von f(x) das erste Glied der rechten Seite ab, so bleibt 
zur Redaktion auf ein Aggregat von Quadraten nur noch eine quadra- 
tische Form von höchstens (n — 1) Variablen zurück. 

Ist dagegen a,^ = 0, aber ein Glied der Hanptdiagonale von Ä, 
etwa «.„„ von Null verschieden, dann führen wir zunächst die Sub- 
stitution 

^1 = y^> ^x = y,, x^ — Va (wenn c+ 1) 
aus, durch die f{x) in 

?(j') = ''x«V + 2a,,y,ff, + ■■• 
übergeht, und dann sind wir imstande, die Redaktion wie im ersten 
Falle durch Abtrennung eines Quadrates auf die einer Form von 
weniger als m Variablen zurückzuführen. 

Sind endlich alle Elemente der Hauptdif^onale von A, d. h. alle 
a^^ für X = 1, 2, 3, . . ., M gleich Null, dann gehen wir so vor: Es sei 
2aj^3:,a;^ eins der nicht verschwindenden Glieder von /"; solche sind 
natürlich stets vorhanden. Dann führen wir die Substitution 

iPi—^i + y/.! ^« = yi + y^, x^^y^ (wenn «4- i) 
aus, durch die f{x) in 
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9(j/) + 2ö,^yj» - 2a;^X + ■ * 

übe^eht, bo daß man anf einen der beiden schon behandelten Fälle 
zorKckgelangt. 

Das Resultat dieser Redulrtionsmethode läßt sich folgendermaßen 
ausdrücken: Mau kann jede quadratische Form f der nVariablen 
x^, Xg, . . ., x^ als ein Aggregat von Quadraten darstellen in 
der Form 
(13) g(jf) = b,y,' + b,y,' + b,y,* -f- ■ ■ ■ + Ä„yi, 

wobei die y homogene lineare Funktionen der x bedeuten, 
die so beschaffen sind, daß mindestens eins der in ;/„ auf- 
tretenden X in y^^i, ya+3, . . ., y^ nicht mehr auftritt Aus 
dieser letzten Eigenschaft folgt, daß Kwiscben den y keine 
homogene lineare Relation mit konstanten Koeffizienten 
bestehen kann. 

§ 1S6. Die Elemente der Hanptdi^onale von g{^) in (13) seien 
der Reihe nach 

&„ 6j, \, . . -, b„, 0, 0, . . ., 0; 

alle 6 haben zofolge ihrer Bildong reelle, von Nnll verschiedene Werte. 
Denmach besitzt g{y) und daher auch f(x) den Rang m, wenn der Rang 
einer quadratischen Form f gleich dem der Determinante ja^^jl ist 

Diese Betrachtung läßt sich Terallgemeiuem. Gesetzt, f(x) würde 
durch eine lineare homogene Substitution mit nicht rerschwindender 
Determinante E 

wobei *" (^^ — 1,2,3,... ,m) 

in ein A^regat von Quadraten umgewandelt 

h{j,) = 6/^.^ 4- W',' + h'^,' + ■■■ K-^'l, 

dann geht man von ä(*) vermittels 
zuerst zu f{x) und von da ans zu 

9(s) - h»,' + hy,' + \>,' + --- + Kyi 

über, ^(y) ist daher auch eine Transformierte von h{si), beide Formen 
haben gleichen Rang, und m' ist gleich m. Wandelt sich eine 
quadratische Form durch eine homogene lineare Sabstitu- 
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tion Ton nicht versctiwindender Determinante in ein Aggre- 
gat TOD Quadraten um, dann ist die Anzahl dieser Quadrate 
gleich dem Bange der Form. 

Wir haben schon darauf aufmerksam gemacht, daß die m Funk- * 
tionen y, die 'vrir durch unsere Reduktionsmethode erlangt haben, von- 
einander unabhängig seien, d. h. daß keine lineare Relation 

«lä/t + "»Pi + «»»3 + ■ ■ ■ + «my» = 

mit konstanten nicht verschwind enden Koeffizienten a zwieohen ihnen 
besteht. Das gleiche gilt von den m Formen e^, a^, e^, . . ., z^. Um 
dies zu beweisen, nehmen wir für die Substitution, durch welche 
die « in die y transformiert werden, und deren Existenz nachgewiesen 
worden ist, die Gestalt 

^x-^Pi^y,, bei |i,,J=P + a^=l,2,S,...,m) 

an. Bestände nun eine lineare Relation mit konstanten nicht vei^ 
schwindenden Eoei^zienten ß 

ß,z, + ß,e^ + (3,^, + ■ ■ ■ + ß„e„ - 0, 
so auch 

2ß.P.xy^ + 2kP.iyi + ■ ■ ■ +2ß,P.^v^ = 0. 

Da aber die y voneinander unabhängig sind, so verschwinden die ein- 
zelnen Koeffizienten, d. h. es wird 

Diese m linearen homogenen Gleichungen in den ß haben die nicht 
verschwindende Determinante P; also können sie nur heiriedigt werden 
(§ 81, S. 97) durch 

^, = 0, ,3, =. 0, . . ., ß^ = 0. 

Das widerspricht aber der Annahme. Also sind die e unabhängig 
voneinander, v 

% 187. Solche Umwandlungen einer quadratischen Form in ein 
A^^egat von Quadraten können auf unendlich viele Arten gemacht 
werden. Greift man z. B. auch nur die Summe zweier Quadrate 

heraus und benutzt die Substitution 

j(i — OTiji + »iJa, "/s = f»% + >'% (mv — n/f + O), 
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dum entatelit onter der einen Bedingung, die auf onoidlidi viele 

Arten erfBUbar ist, 

(14) i^mn + i^itp = 0, 

ans der Form 

hp' + hih' 

wieder eine Snmme von zwei Quadraten 

Hierbei tritt nnn ein bemerkenswerter Umstand zutage. Ans der 
Identität 

(&,«»' + i^f»*)(6,»» + 6,v») - {b^mn + b^tivy + b,b,{mv-niiy 

ergibt sieb w^en des VeiBchwindess der ersten Klammer anf der 
rechten Seite die Gleichung 

Bgn (6,m* + 6,/.»)(fi,«» + 6,v*) - sgn (6,6,); 

d, h. haben die Koeffizienten 6j nnd 6, der gegebraen quadratischen 
Form rerscbiedene Vorzeichen, dann findet das gleiche mit den Koeffi- 
zienten 6,»w* + ft,/t*and 6,»* + 6,*' statt. Ferner erkennt man unmittel- 
bar, daß ffir zwei poeitiTe (oder negative) ij und 6^ auch b,m* + b^[i* 
und 6,»* + 6,1^ beide positiT (oder beide negativ) werden. Folglich 
liefert die neue Darstellung der quadratischen Form ebensoviel Glieder 
mit positivem and mit negativem Vorzeichen wie die alte. 

Dieser Satz läßt sieb auf die Darstellungen einer beliebigen quadra- 
tischen Form als Aggregat von Quadraten verallgemeinem. Sylvester 
hat diese VersUgemeinemng unter dem Namen Trägheitsgesetz 
der quadratischen Formen im Phil. Me^. 1852, 1853 veröffentlicht; 
Jacobi hatte sie bereits 1847 gefunden, wie sich aus seinen nach- 
gelassenen Papieren ergibt (siehe Werte III, S. 591), sie jedoch nicht 
mitgeteilt. Wir folgen bei der Behandlung des allgemeinen Satzes 
dem Gedankengauge Jacobis. 

Die Koeffizienten der einzelnen Quadrate der Aggregate können 
wir gleich ± 1 machen, indem wir die Quadratwurzeln aus den abso- 
luten, zunächst vorhandenen Koeffizienten in die Klammem ziehen. 
Somit dürfen wir von vomhereiu' 

g -¥,*+¥,' + -..+ r/-r,%, Yf^, (s+t^m), 

setzen. Dabei bilden die Y unter sich, sowie die Z unter sich un- 
abhängige homogene Systeme. 
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Aus der doppelten DareteUang ron f=g=-h folgt 

(15) -y/ + . . . + r.» + z*^, + ■■■ + z,%, 

und ans der Annahme, daS 

(16) z^^o, ..., z^ = 0; r,^., - 0, . . ., r,^, = 

wird, welche für aUe reellen WertsjBteme der x die Gleichongen 

(17) F. - 0, . . ., y, - 0; Z,^. - 0, . . ., Z^^., - 

befriedigen, nnd omgekebit folgt (16) aas (17). 

Demnach ist das unabhängige Öleichangsayatem 

Z, = 0, . . ., Zp = 0; Zj^i = 0, . . ., Z^^, = 
eine notwendige Folge des GleichungsByateme (17). Nach § 82, S. 98 
ist nun 

p + r^s + r, d. h. p^s. 

Ebenso ist das unabhängige Qleichtmgsaystem 

r,-o, ..., r.-O; r.^„ ..., t,^, = o 

eine notwendige Folge des OleichangssyatemB (16) und deshalb 

s + i^P + tf ^-^^ ^^P- 

Die beiden Resultate p^s und s ^p liefern jp — s, nnd damit ist 
das Trl^heitsgesetz der quadratischen Formen bewiesen. 



Sechzehutes Kapitel. 

Der Stnrmsche Satz. 

g 188. Wir wollen uns in diesem Kapitel mit einem Theoreme 
beschäftigen, durch das es gelingt, jede reelle Wurzel einer Qleichuug 

(1) f{x)=3f + a^3f'^ +a^af-* + ---'i-a„ = 

mit reellen Eoelfizienten belieb^ genau zu bestimmen. Wir sind dieser 
Frage bereits früher (§ 70, S, 82) begegnet und haben sie, wie es 
schien, durch die Newtonscho Näherungsformel in völlig ausreichen- 
der Weise beantwortet. Allein dabei ist zu bemerken, daß man dort 
von einem, der gesuchten Wurzel „hinreichend nahen" Werte ausgeht. 
In dieser Annahme liegt aber noch eine Schwierigkeit, die erst be- 
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hoben werden müßte, ehe diese MeÜiode Anaprudi auf VolIstiLodig- 
keit machen könnte. Wir woUen aber hier nicht weiter anf diese 
Newtonsche Methode eingehen, sondern eine andere anseinandersetzen, 
die in der einfachsten Weise das Problem erledigt. Sie beruht auf 
der Bestimmung der Anzahl der reellen Wurzeln von (1), die inner- 
halb eines beliebig gegebenen Intervalles x^a bis x^—b liegen {b > a). 
Ohne eine wesentliche EinBchränkong kann dabei angenommen werden, 
daS (1) keine viel&chen Wurzeln besitzt; denn sollte dies nicht der 
Fall sein, bo könnte man durch rationale Operationen eine äleichung 
ip{z) =- herstellen, die alle und nar die Wurzeln von (1) und jede 
von ihnen als einfache Wurzel besitzt. Wir d&rfen und wollen für 
dieses Kapitel annehmen, daß jene VorauBsetzung fiber die Multipli- 
zität der Wurzeln von (1) erfüllt sei. 

% 189. Es ist b^^iflich, daß dieses fundamentale Problem schon 
früh die Aufmerksamkeit der Mathematiker auf sich zog. So haben 
sich Budan, Descartes, Foarier, Newton mit ihm beschäftigt, aber 
ihre Resultate waren nicht ausreichend. Im allgemeinen bestimmten 
sie nur eine untere Grenze für die gesuchte Anzahl der Wurselo. Erst 
Oh. Sturm gelang es, eine vollständige und einfache Lösung zu geben. 
Wir wollen nns im folgenden nur mit dieser Sturmschen Lösung 
beschäftigen und die vorhergehenden Lösungsverauche beiseite lassen. 

Sind zwei reelle ganze Funktionen einer Variablen voi^elegl^ 

00 betrachten wir ihre Vorzeichen für einen numerisch g^ebeoen 
Wert x^ von x, nämlich 

(2) sgn /"(«o) und sgn g{x^. 

Stimmen diese beiden Zeichen miteinander überein, oder mit anderen 
Worten: ist 

/■(3'9)-!?(*c)>0, 

so sprechen wir von einer Zeichenfolge bei f{x^, g{x^)- Stimmen 
beide Signa aus (2) nicht (iberein, oder mit anderen Worten; ist 

««.)-sW<o, 

so sprechen wir von einem Zeichenwecbsel bei f(x^), g{x^)- 

Der Fall, daß das Produkt {{xq) ■ g{x^ gleich NuU wird, sei aus- 
geschaltet. — Von diesen Einführungen machen wir im folgenden 
Gebrauch, 

§ 190, Die Reibe der rationalen ganzen Funktionen der Vwiahlen x 

(3) f,f„f„ f., ■■-,(, 
möge folgende drei Eigenschaften besitzen: 
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L Das leizie Glied f^ ist eine von Null rerscliiadene 
Konetaate. 

n. FQr ein und daseelbe Argament x ■= ^ Terschwinden 
niemals zwei aufeinander folgende Glieder der Beilie (3). 

in. Terechwindet für ein bestimmtes Argument x^^ 
ein Glied /"^(l) der Reihe (2), dann haben die beiden rechts 
und links benachbarten Glieder fg_\{x) und ^^^.[(a;) für x~% 
entgegengesetzte Yorzeichen, d. h. es ist 

•g"f.-,tt)-»g"^.+,(i)--i. 

Wir wollen nnn die Zeichenänderungen untersuchen, die in (3) 
Tor sich gehen, wenn x von einem Argumente a monoton wachsend 
nach 6 (>o) geführt wird. 

Eine Änderung in der zu (3) gehörigen Zeichenreihe kann nur 
dadurch vor sich gehen, daß entweder f^ oder f oder ein mittleres f^ 
durch Null geht. 

Das erste ist wegen der Bedingung I nicht mSglich. 

Wir betrachten femer den FaU, daß /"^d) bei < A < r gleich 
Null wird. Dann mOssen wegen II die beiden Werte 

f,_,{l) sowie n^,{%) 

Ton Null verschieden sein ; somit kann man einen Bereich (| — tf, . . ., | + #) 
mit positirem S um g abgrenzen, der so klein ist, daß in ihm /j_i(x) 
und fi+i{x) für jedes x bei |~d<a:<| + # von Null verschieden 
bleiben. In diesem Bereiche haben nach HI die beiden Fnnktionen 
A-iC*) "°^ /i+i(^) verschiedene Signa. Also ist für diesen Bereich 

nnd ebenso 

Daraus folgt, daß, wie auch iinmer der Wert von sgn fiix) für ein x 
des Bereiches (§ — tf, ..., l + d') sei, jede der beiden Zeichenreihen 

•go/;-i(5+«), «gn/;(£+*). •p^fiUi+'i) 

je einen Zeichenwechsel und eine Zeichenfolge liefert. Es tritt daher in 

ega/j-iW, sgn /■.(a;), sgn/i^.j(ar) 

beim Passieren von x = t keine Ändemng in der Anzahl der Folgen 
und der Wechsel bei (3) ein. 

Es bleibt also ftlr das Zu- oder das Abnehmen dieser Anzahl nur 
der eine Fall übrig, daB f{x) durch Null gebt. Es sei etwa ^(£) — 0, 
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nnd inaerhalb (| — J, ..., | + J) mdge f^{x) tein Torzeichea nicht 
äadem. Die Ännalmie, daß f(x) bei x=i durch Null hindarch- 
gehe, kann stets dadurch TerwirbÜcht werden, daB mau f(x) durch 
die Punktion (p(z) ersetzt, wobei p — alle Wurzeln yon /"— 0, jede 
in der Multiplizität „Eine" besitzt. Hiernach ei^bt sich für die Signa 
das Schema der vier Möglichkeiten 





«gnfta;) Bga f,(x) 


sgnrt«) «gnfiW 


IV. « — £ + * 


+ + 
+ 


+ 


x-i-i 
«-{ + « 


- + 
+ + 


+ 



Ans diesem Schema erhellt, daß in d&i beiden Fällen: links oben 
und rechts unten beim Übergange der Variablen x von S — * nach 
i + S eis Zeicheuwechsel gewonnen, während in den beiden Fällen 
rechts oben und linke unten beim Übergange ein Zeichenwechsel ver- 
loren wird. 

§ 191. Wir wollen nun eine 8pezialiBie^UI^f der Reihe (3) Tor- 
nehmen. Zunächst sei f{x) eine ganze Punktion von x ohne mehr- 
fachen Teiler. Zweitens sei fi(x) die Äbleitnng f'(x) von f{x). Drittens 
seien fi(x), fi{x), . . ., f^ix), . . ., f^{x) durch die Gleichnngen 



w 
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definiert Dieser Algorithmus ist ganz ähnlich dem Euklidschen zur 
Aufsuchung des größten gemeinsamen Teilers zweier ganzen Funk- 
tionen gebildet, wie die Vergleichung des Schemas (4) mit jenem 
S. 51, (7) ersichtlich macht. 

Es ist nun leicht zu erkennen, daß die Forderungen I, II, III aus 
g 190 erfüllt sind: I, weil f^ als grSßter gemeinsamer Teiler von f{x) 
und f(x) eine Ton Null rerscbiedene Konstante ist; II und III un- 
mittelbar nach der Definition. 

Das Schema IV vereinfacht sich, wenn man bedenkt, daß hei 
positivem f{x) die Punktion f(x) wächst, bei negativem f{x) dagegen 
abnimmt. Dadurch kommen nämlich die Möglichkeiten links oben 
nnd rechts unten in IV in FortblL Die beiden zurilckbleibenden Mög- 
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liclikeitea ei^eben den Verlust eines ZeichenwecbBeU in der Reihe det 
Funktionalwerte. 

§ 19S. Nach diesen Vorbereitungen können mr an die L5sung 
dea Problems gehen, das im Anfange dieses Kapitels au^estellt -worden 
ist, und das die genaue Bestimmung der Anzahl der Wurzeln von 
f{x) — fordert, die zwischen den beiden Grenzen a;, und a:, (> Xi) 
liegen. 

Kun sei vorgdegt die ganze Funktion f{x), die keinen mehrfachen 
Teiler besitzen soll, 30 ^& also f(x) und f(x) teilerfremd zueinander 
sind, wobei — wie gewöhnlich — ri^) ^'^^ Ableitung Ton f(x) be- 
deutet. Mit f(x) und f(x) wird nach § 191, (4) die Reihe 

(5) f{x),r(x),f,{x),f,(x),...,C{x) 
und die zugehörige Zeichenreihe 

(6) 8gii^(3;), sgnf(a;), agn/JC«), sgn /^(a;), . . ., sgn/;(a;) 
gebildet. Wir betrachten jetzt die Anzahlen 

^Wix,)-^]c„ 2W(x;) = kt; ^W{x)^k 
der Zeiehenwechsel in (6). Wir lassen x von x^ bis a:, „monoton" zu- 
nehmend sich ändern. Dabei kann auch k einer Änderung unterliegen; 
diese kann — wie im vorigen Paragraphen gezeigt worden ist — nur 
in einer Verminderung des k um eine Einheit bei jedem Überschreiten 
einer Wnrzel von /^= seitens des x bestehen. Daraus folgt: Die 
genaue Anzahl der zwischen :r, und 2, liegenden Wurzeln 
von f(x) = ist gleich der Differenz 

^Wi^i) -^Wix^) - ft, - Äj. 
Die Reihe (6) heißt die Sturmsche zu f(x) gehörende Reihe. 

% 193. Wir wollen den Sturmschen Satz auf einige Beispiele 
anwenden. Es sei 

f(x) = z* + a:* - Sa;' - a; — 4, 
dann wird 

I6.f^{4x+l)-f~5-f^, f = ix^ + ix' - Qx~ 1; 

32 . r= (36a; + 19) ■ f, - 160 ■ f„ f^ ^ Qx' + 2x + 21; 

U-f,= (12x-U)-f^-ldll -fi, /; = 8a;-f-3; f^ 1; 

und man erhält die Tabelle 



sgn 


f 


f, f, 


/-, 


f. 




j; = — oo 


+ 


- + 


_ 


- 


2W^3 


X- 


- 


- + 


+ 


- 


2W-2 


«= -l-oo 


+ 


+ + 


+ 


- 


2w-i 
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Aus ihr ist zu ersehen, daß f{x) — eine poiitiTe, eine negatiTe nnd 
daher zwei komplexe Wnrzeln besitzt. 

Setzt man der Reihe nach 3: 3, — 2, —1,0, +1, +2, so 

folgt die TabeUe 


«e» f A f, f, h 


I--3 


+ - + - - 


^W-i 


»--2 


__-(.__ 


2w-2 


X 1 


- + + - - 


2w-2 


i-±0 


- - + + - 


2W-2 


1- + I 


- + + - 


2w-i 


»- + 2 


+ + + + - 


2v-i, 



die una zeigt, daß f{x) — zwei reelle Wurzeln hat, eine positive und 
eine negative, nnd daß die negative Wurzel zwischen — 3 und — 3, 
und die poBitiTe zwischen + 1 und + 2 liegt. 

Als zweites Beispiel wählen wir die quadratische G-leichung 



Dabei wird 



f{x) - *> + 2a«^ + & - 0. 
ff f. 



X — — oo 
i-± 

x- + <x, 



+ - .gn(„--6) ^;r-i+ "°""7*'-' 

sgn b agn a ^u (a* — h) 

Die Anzahl der reeUeu Wurzeln ist mithin 

(i '-tj + n / «gnCa'-S)- 



1 + - 



= 1 + Sgn (a* - 



d. h. gleich zwei, wenn {a*~ h) > 0, und gleich Null, wenn (o'— 6) < 
ist. Man erkennt ferner, daß im ersten dieser beiden Fälle bei 

a > 0, &>0 zwei negative Wurzeln, 

o < 0, J > zwei positive Wnrzeln, 

« < 0, 6 < 1 eine positive und eine negative 

a < 0, ö < 1 Wurzel auftreten. 
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